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EXTENSION DE LA i-MODULARITÉ
EL HASSANE FLIOUET*
Abstract. Let K/k be a purely inseparable extension of characteristic p > 0
and of finite size. We recall that K/k is modular if for every n ∈ N, Kp
n
and k are k ∩ Kp
n
-linearly disjoint. A natural generalization of this notion
is to say that K/k is lq-modular if K is modular over a finite extension of k.
Our main objective is to extend in definite form the results and definitions
of the lq-modularity that have already been obtained in the case limited by
the finiteness condition imposed on [k : kp] in a rather general framework
(framework of extensions of finite size called also q-finite extensions).
First, by means of invariants, we characterize the lq-modularity of a q-finite
extension. Next, we show that any intersection of a q-finite extensions covering
k or K preserves the lq-modularity. We also prove that any q-finite extension
K/k contains a greater lq-modular and relatively perfect sub-extension. In
particular, this result is very useful for defining the modularity of order i
linked to a q-finite extension K/k. Moreover, we give a necessary and sufficient
condition for K/k to be i-modular. Certainly, the modularity level of K/k
never exceeds the size of K/k. Notably, we explicitly describe the extension
K/k whose degree of modularity is the size of K/k. In the end, we examine a
particular decomposition of K/k defined by inverse chaining.
1. Introduction
Soit K/k une extension purement inséparable de caractéristique p > 0. Une
partie B de K est dite r-base de K/k si K = k(Kp)(B) et pour tout x ∈ B,
x 6∈ k(Kp)(B \ {x}). En vertu du ([15], III, p. 49, corollaire 3) et de la propriété
d’échange des r-bases, nous déduisons que toute extension admet une r-base et que
le cardinal d’une r-base est invariant. Si de plus K/k est d’exposant fini, on vérifie
aussitôt que B est une r-base de K/k si et seulement si B est un générateur minimal
de K/k. Compte tenu de ([15], III, p. 25, proposition 2), nous pouvons contrôler
la taille de toute extension purement inséparable K/k au moyen du degré d’irra-
tionalité de K/k défini par di(K/k) = sup
n∈N
(|Gn|) où Gn est un générateur minimal
de kp
−n
∩K/k. Notamment, la mesure de la taille d’une extension est une fonction
croissante par rapport à l’inclusion. Plus précisément, pour toute chaine d’exten-
sions purement inséparables k ⊆ L ⊆ L′ ⊆ K, on a di(L′/L) ≤ di(K/k). Désormais,
toute extension de taille finie sera appelée extension q-finie. Il est clair que les ex-
tensions q-finies contiennent strictement les extensions de k dont le degré [k : kp] est
fini. De plus, on montre que toutes chaîne décroissante d’extensions q-finies est sta-
tionnaire. On rappelle également que K/k est dite modulaire si et seulement si pour
tout n ∈ N, Kp
n
et k sontKp
n
∩k-linéairement disjointes. Cette notion a été définie
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pour la première fois par Swedleer dans [13], elle caractérise les extensions purement
inséparables qui sont produit tensoriel sur k d’extensions simples sur k. Dans [14],
Waterhouse a montré que la modularité est stable par une intersection quelconque
portant sur k ou K, et qu’une réunion croissante d’extensions modulaires est aussi
modulaire. En particulier, il existe une plus petite sous-extension de K/k notée
lm(K/k) telle que K/lm(K/k) est modulaire. Dans cette note nous continuons à
étudier le positionnement de lm(K/k) par rapport à k et K. A cet égard, K/k est
dite lq-modulaire si lm(K/k)/k est finie. Il s’agit de la modularité à une extension
finie près. Sachant que [1], [4], et [7] sont entièrement consacrés à l’étude de cette
notion dans le cas local délimité par l’hypothèse [k : kp] est fini, dans le présent
papier, nous désirons étendre sous une forme définitive les résultats et les défini-
tions de la q-modularité qui ont été déjà obtenues localement dans un cadre assez
rénové (c’est le cadre des extensions q-finies). Dans un premier temps, nous traitons
les questions de stabilité de la q-modularité liée à une extension q-finie. D’abord,
comme dans [4] nous commençons par caractériser la lq-modularité d’une extension
q-finie au moyen d’invariants. Ensuite, on montre qu’une intersection quelconque
des extensions q-finies portant sur k ouK préserve la lq-modularité. Plus particuliè-
rement, il existe des plus petites extensions k −→ lqm(K/k) −→ K −→ ulqm(K/k)
telles que K/lqm(K/k) et ulqm(K/k)/k) sont lq-modulaires. De plus, nous mon-
trons que lqm(K/k) est exactement la clôture relativement parfaite de lm(K/k)/k,
cependant la position de ulqm(K/k) varie selon le choix des exemples, donc on
ne peut pas situer avec précision ulqm(K/k). Dans la seconde étape, nous pro-
longeons le théorème de la clôture lq-modulaire (cf. [7]) à une extension q-finie
quelconque. Autrement dit, toute extension q-finie K/k admet une plus grande
sous-extension relativement parfaite et lq-modulaire que l’on note H(K/k) et que
l’on appelle clôture lq-modulaire de K/k. D’ailleurs, ce résultat s’avère fort utile
pour la construction de la i-ème clôture lq-modulaire d’une extension q-finie. Dans
cette vue, on note H1(K/k) = K si K/k est finie, et H1(K/k) = H(K/k) siK/k est
d’exposant non borné. Par récurrence, on pose Hi(K/k) = K si K/Hi−1(K/k) est
finie, et Hi(K/k) = H(K/Hi−1(K/k)) si K/Hi−1(K/k) est d’exposant non borné.
Comme K/k est q-finie, la suite (Hi(K/k))i≥1 est stationnaire à partir d’un cer-
tain rang n0. En particulier, k = H0(K/k) −→ H1(K/k) −→ . . . −→ Hn0 = K,
et donc toute extension q-finie se décompose en extensions lq-modulaires. Ce qui
permet de définir la lq-modularité d’ordre i. A cette occasion, une extension q-finie
K/k est dite i-modulaire si elle se décompose en i extensions lq-modulaires ; en
d’autres termes, s’il existe une suite croissante d’extensions (Fj/k)0≤j≤i telle que
F0 = k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fi = K, avec Fj+1/Fj est lq-modulaire pour tout entier
j ∈ [0, i[. Le plus petit entier i tel que K/k est i-modulaire s’appelle le degré de
modularité de K/k, et se note dm(K/k). Il permet de mesurer le niveau de mo-
dularité de K/k. Il est clair que toute extension finie est 1-modulaire, donc ce cas
est trivial. Par contre, si K/k est d’exposant non borné, les résultats suivants sont
vérifiées :
(1) Le niveau de modularité de K/k ne dépasse jamais l’entier di(rp(K/k)/k où
rp(K/k)/k est la clôture relativement parfaite de K/k.
(2) K/k est i-modulaire si et seulement si la clôture relativement parfaite de
K/k que l’on note rp(K/k) coïncide avec celle de Hi(K/k)/k. En outre,
dm(K/k) = inf{i ∈ N tel que rp(Hi(K/k)/k) = rp(K/k)}.
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(3) La i-modularité est stable par le produit. C’est-à-dire si K1/k et K2/k sont
deux sous-extensions i-modulaires de K/k, il en est de même de K1(K2)/k.
(4) La i-modularité est respectée si on change le corps de base dans le sens
ascendant. Plus précisément, pour toute extension L/k, on a K(L)/L est
i-modulaire si K/k l’est.
Au plus des résultats cités en haut, on décrit explicitement les extensions q-finies
K/k dont le niveau de modularité atteint la taille de K/k.
Enfin, nous examinons une décomposition particulière d’une extension q-finie dé-
finie par chaînage inverse. D’abord, on montre que toute extension q-finieK/k se dé-
compose sous forme K = m0(K/k) ⊇ m1(K/k) ⊇ · · · ⊇ mi−1(K/k) ⊇ mi(K/k) =
k où mj+1(K/k) = lqm(mj(K/k)/k) pour tout entier j ∈ [0, i[. Il est évidement
clair que la décomposition ainsi obtenue k = mi(K/k) ⊂ mi−1(K/k) ⊆ · · · ⊆
m0(K/k) = K est une suite de décomposition associée à K/k. Elle sera appelée
décomposition l-i-modulaire de K/k. Comme dans le cas de la i-modularité, on
s’intéresse aux questions de stabilité et de préservation de cette notion.
2. Définitions et résultats préliminaires
Nous commencerons par donner quelques notations que nous utiliserons souvent
tout au long de cette note.
— k désigne toujours un corps commutatif de caractéristique p > 0, et Ω une
clôture algébrique de k.
— kp
−∞
indique la clôture purement inséparable de Ω/k.
— Pour tout a ∈ Ω, pour tout n ∈ N∗, on symbolise la racine du polynôme
Xp
n
− a dans Ω par ap
−n
. En outre, on pose k(ap
−∞
) = k(ap
−1
, . . . , ap
−n
,
. . . ) =
⋃
n∈N∗
k(ap
−n
) et kp
−n
= {a ∈ Ω | , ap
n
∈ k}.
— Pour toute famille B = (ai)i∈I d’éléments de Ω, on note k(B
p−∞) = k((ai
p−∞
)i∈I).
— Enfin, |.| sera employé au lieu du terme cardinal.
Il est à signaler aussi que toutes les extensions qui interviennent dans ce papier
sont des sous-extensions purement inséparables de Ω, et il est commode de noter
[k,K] l’ensemble des corps intermédiaires d’une extension K/k.
Définition 1. Soit K/k une extension. Une partie G de K est dite r-générateur
de K/k, si K = k(G) ; et si de plus pour tout x ∈ G, x 6∈ k(G\x), G sera appelée
r-générateur minimal de K/k.
Définition 2. Etant données une extension K/k de caractéristique p > 0 et une
partie B de K. On dit que B est une r-base de K/k, si B est un r-générateur
minimal de K/k(Kp). Dans le même ordre d’idées, on dit que B est r-libre sur k,
si B est une r-base de k(B)/k ; dans le cas contraire B est dite r-liée sur k.
Pour des raisons de cohérence thématique, toute r-base de k/kp s’appelle p-base
de k, et toute partie d’éléments de k, r-libre sur kp sera appelée p-indépenda-
nte (ou p-libre) sur kp. Considérons maintenant une partie B de k. On vérifie
immédiatement que :
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(1) B est p-base de k si et seulement si pour tout n ∈ Z, Bp
n
l’est également de
kp
n
.
(2) B est r-libre sur kp si et seulement si pour tout n ∈ Z, Bp
n
l’est aussi sur
kp
n+1
.
(3) B est p-base de k si et seulement si B est un r-générateur minimal de k/kp.
(4) B est p-base de k si et seulement si pour tout n ∈ N∗, kp
−n
= ⊗k(⊗kk(ap
−n
))a∈B et pour tout a ∈ B, a 6∈ kp. En particulier, B est p-base de k si et
seulement si kp
−∞
= ⊗k(⊗kk(ap
−∞
))a∈B et pour tout a ∈ B, a 6∈ kp.
Il est à noter que le produit tensoriel est utilisé conformément à ([16], III, p.
42, définition 50). Il est vu comme une limite inductive du produit tensoriel d’une
famille finie de k-algèbre.
Comme dans l’algèbre linéaire, le théorème suivant dit théorème de la r-base
incomplète permet de compléter une partie r-libre en une r-base.
Théorème 2.1 ([10], Théorème 2.7, Théorème de la r-base incomplète). Etant
données une extension K/k de caractéristique p > 0, et une partie B de K, r-libre
sur k(Kp). Pour tout r-générateur G de K/k(Kp), il existe un sous-ensemble G1
de G tel que B ∪G1 est une r-base de K/k.
Voici quelques conséquences immédiates :
(1) De tout r-générateur de K/k(Kp) on peut en extraire une r-base de K/k.
(2) Toute partie r-libre sur k(Kp) peut être complétée en une r-base de K/k.
En particulier, toute partie p-indépendente sur kp peut être étendue en une
p-base de k.
(3) Toute extension K/k admet une r-base. En outre, tout corps commutatif de
caractéristique p > 0 admet une p-base.
Par ailleurs, toutes les r-bases d’une même extension ont même cardinal comme
le précise le résultat suivant :
Théorème 2.2 ([10], Théorème 2.8). Soit K/k une extension de caractéristique
p > 0. Si B1 et B2 sont deux r-bases de K/k, on a |B1| = |B2|.
On rappelle que K est d’exposant fini sur k, s’il existe e ∈ N tel que Kp
e
⊆ k,
et le plus petit entier qui satisfait cette relation sera appelé exposant (ou hauteur)
de K/k. Certes, la proposition suivante permet de ramener l’étude des propriétés
des r-générateurs minimaux des extensions d’exposant fini au cas des extensions de
hauteur 1, lesquelles sont plus riches.
Proposition 2.3 ([10], Proposition 2.12). Soit K/k une extension purement insé-
parable d’exposant fini. Pour qu’une partie de K soit une r-base de K/k il faut et
il suffit que elle soit r-générateur minimal de K/k.
Cette proposition et le théorème ci-dessus s’avèrent fort utile pour définir la
taille d’une extension et la longueur d’un corps commutatif. Pour cela, considérons
une extension purement inséparable K/k de caractéristique p > 0, donc pour tout
n ∈ N, kp
−n
∩K/k admet un exposant fini et K =
⋃
n∈N
kp
−n
∩K.
Définition 3. l’invariant di(K/k) = supn∈N(|Bn|) sera appelé degré d’irrationalité
de K/k.
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Ici le sup est pris dans le sens de ([15], III, p. 25, Proposition 2). Toutefois, on
reprend la notation di(k) du degré d’imperfection de k (cf. respectivement [3] et
[5]) qui sera définie cette fois-ci par di(k) = di(k/kp). Systématiquement ces deux
invariants permet de contrôler la taille de K/k et la longueur de k. Par ailleurs, la
mesure de la taille d’une extension croit en fonction de l’inclusion. Plus précisément,
on a :
Théorème 2.4 ([10], Théorème 3.8). Pour toutes extensions purement inséparables
k ⊆ L ⊆ L′ ⊆ K, di(L′/L) ≤ di(K/k). En outre, di(K/k) = sup(di(L/k))L∈[k,K].
Il est clair que la mesure de la taille d’une extension est vue comme une limite in-
ductive de ces corps intermédiaires. De plus, nous vérifions aussitôt que toute famille
croissant d’extensions purement inséparables (Kn)n∈N satisfait di(
⋃
n∈N
(Kn)/k) =
sup
n∈N
(di(Kn/k)), et comme conséquence type on a :
Corollaire 2.4.1. Pour toute extension purement inséparable K/k, on a di(K/k)
≤ di(k). En outre, di(K) ≤ di(k).
Considérons maintenant deux sous-extensions K1/k et K2/k d’exposant fini
d’une même extension purement inséparable K/k. On vérifie aussitôt que si B1
et B2 sont deux r-bases respectivement de K1/k et K2/k, alors B1 et B1 ∪ B2
sont deux r-générateurs respectivement de K1(K2)/K2 et K1(K2)/k. En outre,
di(K1(K2)/K2) ≤ di(K1/k) et di(K1(K2)/k) ≤ di(K1/k) + di(K2/k). D’une façon
plus précise, on a :
Proposition 2.5 ([10], Proposition 3.5). Sous les conditions ci-dessus, et si de
plus K1/k et K2/k sont k-linéairement disjointes, on a :
(i) B1 ∪B2 est une r-base de K1(K2)/k.
(ii) B1 est une r-base de K1(K2)/K2.
Comme conséquence immédiate, on a :
Corollaire 2.5.1. Soient K1 et K2 deux corps intermédiaires d’une même exten-
sion purement inséparable Ω/k. Alors :
(i) di(K1(K2)/k) ≤ di(K1/k) + di(K2/k), et il y’a égalité si K1 et K2 sont
k-linéairement disjoints.
(ii) di(K1(K2)/K2) ≤ di(K1/k), et il y’a égalité si K1 et K2 sont k-linéairement
disjoints.
2.1. Extensions relativement parfaites. Au cours de cette section, on reprend
quelques notions et résultats de [2], puisqu’ils sont utilisés fréquemment ici.
Un corps k de caractéristique p est dit parfait si kp = k ; dans le même ordre
d’idées, on dit que K/k est relativement parfaite si k(Kp) = K. On vérifie aisément
que :
— La relation "être relativement parfaite" est transitive, c’est-à-dire si K/L et
L/k sont relativement parfaites, alors K/k l’est aussi.
— Si K/k est relativement parfaite, il en est de même de L(K)/k(L).
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— La propriété "être relativement parfaite" est stable par un produit quelconque
portant sur k. Autrement dit, pour toute famille (Ki/k)i∈I d’extensions rela-
tivement parfaites, on a alors
∏
i
Ki/k est aussi relativement parfaite.
Par suite, il existe une plus grande sous-extension relativement parfaite de K/k
appelée clôture relativement parfaite de K/k, et se note rp(K/k). Certes, la pro-
priété "être relativement parfaite" vérifie les relations d’associativité-transitivité
suivantes :
Proposition 2.6 ([2], Proposition 5.2). Soit L un corps intermédiaire de K/k.
Alors
rp(rp(K/L)/k) = rp(K/k) et rp(K/rp(L/k)) = rp(K/k).
Corollaire 2.6.1. Pour tout L ∈ [k,K], on a K/L finie =⇒ rp(K/k) ⊂ L.
En particulier, si K/k est relativement parfaite, on a K/L finie =⇒ L = K.
Schématiquement on a un trou
k −→ K;
↑
trou
et ce trou caractérise le fait que K/k est relativement parfaite. En effet, supposons
que K/k vérifie le trou et soit B une r-base de K/k. Supposons B 6= ∅ ; soit x ∈ B
et L = k(Kp)(B \ {x}) ; on a K/L finie, donc K = L ce qui est absurde.
Proposition 2.7 ([2], Lemme 1.2). Soit K/k une extension purement inséparable
telle que [K : k(Kp)] est fini. Alors on a :
(i) K est relativement parfaite sur une extension finie de k.
(ii) La suite décroissante (k(Kp
n
))n∈N est stationnaire sur k(K
pn0 ) = rp(K/k).
Comme conséquence de la proposition précédente, on a :
Proposition 2.8 ([2], Proposition 6.2). Soit K/k une extension purement insé-
parable telle que [K : k(Kp)] est fini. Pour tout L ∈ [k,K], on a rp(K/L) =
L(rp(K/k)).
Le résultat suivant exprime une condition nécessaire et suffisant pour queK/rp(K
/k) soit finie. Plus précisément, on a :
Proposition 2.9. Soit K/k une extension purement inséparable, alors K/rp(K/k)
est finie si est seulement il en est de même de K/k(Kp).
Preuve. Résulte de la proposition 2.7. ⊓⊔
2.2. Extensions quasi-finies.
Définition 4. Toute extension de degré d’irrationalité fini s’appelle extension q-
finie.
En d’autres sens, la q-finitude est synonyme de la finitude horizontale. Toutefois,
la finitude se traduit par la finitude horizontale et verticale, il s’agit de la finitude
au point de vue taille et hauteur. Autrement dit, K/k est finie si et seulement si
K/k est q-finie d’exposant borné.
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Dans la suite, pour tout n ∈ N, kn désigne toujours kp
−n
∩ K. Considérons
maintenant une sous-extension L/k d’une extension q-finie K/k. On vérifie aussitôt
que :
(i) La q-finitude est transitive, en particulier, pour tout n ∈ N, K/k(Kp
n
) et
kn/k sont finies.
(ii) Il existe n0 ∈ N, pour tout entier n ≥ n0, di(kn/k) = di(K/k).
Par ailleurs, nous allons voir quelques applications immédiates des propositions
2.7 et 2.9.
Proposition 2.10. Soit K/k une extension q-finie. La suite (k(Kp
n
))n∈N s’arrête
sur rp(K/k) à partir d’un n0. En particulier, K/rp(K/k) est finie.
On obtient en particulier le résultat suivant :
Corollaire 2.10.1. La clôture relativement parfaite d’une extension q-finie K/k
n’est pas triviale. Plus précisément, rp(K/k)/k est d’exposant non borné si K/k
l’est.
Proposition 2.11. Pour toute extension q-finie K/k, il existe n ∈ N tel que K/kn
est relativement parfaite. En outre, kn(rp(K/k)) = K.
Les sous-extensions relativement parfaites servent comme nœuds de liaisons pour
la taille d’une extension q-finie, c’est-à-dire :
Proposition 2.12 ([10], Proposition 4.8). Pour toute suite de sous-extensions re-
lativement parfaites k = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn d’une extension q-finie K/k, on a
di(K/k) =
n−1∑
i=0
di(Kn+1/Kn) + di(K/Kn).
Il s’ensuit le r’esultat suivant :
Corollaire 2.12.1. Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions q-finies et relativement
parfaites sur k. Alors L = K si et seulement si di(L/k) = di(K/k).
Preuve. Immédiat du fait que di(K/k) = di(K/L) + di(L/k), et donc di(L/k) =
di(K/k) équivaut à ce que di(K/L) = 0, ou encore K = L. ⊓⊔
Voici une application extrêmement importante du théorème 2.4 et la proposition
ci-dessus.
Proposition 2.13. Toute suite décroissante d’une extension q-finie est station-
naire.
Preuve. Soient (Kn/k)n∈N une suite décroissante de sous-extensions de K/k et
(Fi/k)i∈N la suite associée à leurs clôtures relativement parfaites. Compte tenu du
théorème 2.4, la suite des entiers (di(Fi/k))i∈N est décroissante, donc stationnaire
à partir d’un entier n0, ou encore pour tout entier n ≥ n0, Fi = Fn0 . En vertu de la
monotonie, pour tout entier n ≥ n0, [Kn+1 : Fn0 ] ≤ [Kn0 : Fn0 ]. Autrement dit, la
suite des entiers ([Kn : Fn0 ])n≥n0 est décroissante, donc stationnaire à partir d’un
entier e, ou encore pour tout entier n ≥ e, [Kn : Fn0 ] = [Ke : Fn0 ]. Comme pour
tout entier n ≥ e, Kn ⊆ Ke, on en déduit que Kn = Ke pour tout entier n ≥ e.
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2.3. Exposants d’une extension q-finie. Dans ce paragraphe, nous reprenons
quelques définitions et notations de base telles qu’elles sont mentionnées dans [3].
Tout d’abord, on considère dans un premier temps une extension purement in-
séparable finie K/k. Pour x ∈ K, posons o(x/k) = inf{m ∈ N| xp
m
∈ k} et
o1(K/k) = inf{m ∈ N| Kp
m
⊂ k}. Une r-base B = {a1, a2, . . . , an} de K/k
est dite canoniquement ordonnée si pour j = 1, 2, . . . , n, on a o(aj/k(a1, a2, . . .
, aj−1)) = o1(K/k(a1, a2, . . . , aj−1)). Ainsi, l’entier o(aj/k(a1, . . . , aj−1)) défini ci-
dessus vérifie o(aj/k(a1, . . . , aj−1)) = inf{m ∈ N| di(k(Kp
m
)/k) ≤ j − 1} (cf. [5],
p. 138, lemme 1.3). On en déduit aussitôt le résultat de ([12], p. 90, satz 14) qui
confirme l’indépendance des entiers o(ai/k(a1, . . . , ai−1)), (1 ≤ i ≤ n), vis-à-vis
au choix des r-bases canoniquement ordonnées {a1, . . . , an} de K/k. Par suite, on
pose oi(K/k) = o(ai/k(a1, . . . , ai−1)) si 1 ≤ i ≤ n, et oi(K/k) = 0 si i > n, où
{a1, . . . , an} est une r-base canoniquement ordonnée de K/k. L’invariant oi(K/k)
ci-dessus s’appelle le i-ème exposant de K/k.
Proposition 2.14 ([5], Proposition 5.3). Soient {α1, . . . , αn} une r-base canoni-
quement ordonnée de K/k, et mj le j-ème exposant de K/k, 1 ≤ j ≤ n. On a :
(1) k(Kp
mj
) = k(αp
mj
1 , . . . , α
pmj
j−1 ).
(2) Soit Λj = {(i1, . . . , ij−1) tel que 0 ≤ i1 < pm1−mj , . . . , 0 ≤ ij−1 < pmj−1−mj},
alors {(α1, . . . , αj−1)
pmj ξ tel que ξ ∈ Λj} est une base de k(Kp
mj
) sur k.
(3) Soient n ∈ N et j le plus grand entier tel que mj > n. Alors {α
pn
1 , . . . , α
pn
j }
est une r-base canoniquement ordonnée de k(Kp
n
)/k, et sa liste des exposants
est (m1 − n, . . . ,mj − n).
Par ailleurs, voici un algorithme qui permet de construire une r-base.
Proposition 2.15 ([5], Proposition 4.3, Algorithme de la complétion des r-bases).
Soient K/k une extension purement inséparable finie, G un r-générateur de K/k, et
{α1, . . . , αs} un système de K tel que pour tout j ∈ {1, . . . , s}, o(αj , k(α1, . . . , αj−1))
= oj(K/k). Pour toute suite αs+1, αs+2, . . . , d’éléments de G vérifiant o(αm, k(α1,
. . . , αm−1)) = sup
a∈G
(o(a, k(α1, . . . , αm−1))), la suite (αi)i∈N∗ s’arrête sur un plus
grand entier n tel que o(αn, k(α1, . . . , αn−1)) > 0. En particulier, {α1, . . . , αn} est
une r-base canoniquement ordonnée de K/k.
De même, la linéarité disjointe préserve les exposants d’une extension. Il s’agit
d’une forme de stabilité des hauteurs.
Proposition 2.16 ([3], Proposition 7). Soient K1/k et K2/k deux sous-extensions
purement inséparables de K/k. K1 et K2 sont k-linéairement disjointes si et seule-
ment si oj(K1(K2)/K2) = oj(K1/k) pour tout j ∈ N.
Dans la deuxième étape, on considère que K/k est q-finie. Pour tout n ∈ N,
notons kn = k
p−n ∩K. En vertu de ([3], Proposition 6), pour tout j ∈ N∗, la suite
des entiers naturels (oj(kn/k))n≥1 est croissante, et donc (oj(kn/k))n≥1 converge
vers +∞, ou (oj(kn/k))n≥1 est stationnaire à partir d’un certain rang. Lorsque
(oj(kn/k))n≥1 est bornée, par construction, pour tout entier t ≥ j, (ot(kn/k))n≥1
est aussi bornée (et donc stationnaire).
Définition 5. Soient K/k une extension q-finie et j un entier naturel non nul. On
appelle le j-ème exposant de K/k l’invariant oj(K/k) = lim
n→+∞
(oj(kn/k)).
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En particulier, si K est réunion croissante d’une famille d’extensions (Kn)n∈N,
alors pour tout j ∈ N∗, on a oj(K/k) = lim
n→+∞
(oj(Kn/k)).
Lemme 2.1 ([10], Lemme 4.14). Soit K/k une extension q-finie, alors os(K/k) est
fini si et seulement s’il existe un entier naturel n tel que di(k(Kp
n
)/k) < s, et on
a os(K/k) = inf{m ∈ N | di(k(Kp
m
)/k) < s}. En particulier, os(K/k) est infini si
et seulement si pour tout m ∈ N, di(k(Kp
m
)/k) ≥ s.
Le résultat ci-dessous permet de ramener l’étude des propriétés des exposants
des extensions q-finies aux extensions finies par le biais des clôtures relativement
parfaites.
Théorème 2.17 ([10], Théorème 4.15). Soit Kr/k la clôture relativement parfaite
de degré d’irrationalité s d’une extension q-finie K/k, alors on a :
(i) Pour tout entier t ∈ [1, s], ot(K/k) = +∞.
(ii) Pour tout entier t > s, ot(K/k) = ot−s(K/Kr).
En outre, ot(K/k) est fini si et seulement si t > s.
Voici une liste de conséquences immédiates :
Proposition 2.18 ([10], Proposition 4.16). Soient K et L deux corps intermé-
diaires d’une extension q-finieM/k. Pour tout j ∈ N∗, on a oj(L(K)/L) ≤ oj(K/k).
Proposition 2.19 ([10], Proposition 4.17). Etant données des extensions q-finies
k ⊆ L ⊆ L′ ⊆ K. Pour tout j ∈ N∗, on a oj(L′/L) ≤ oj(K/k).
Par ailleurs la taille d’une extension relativement parfaite reste invariante, à une
extension finie près comme l’indique le résultat suivant :
Proposition 2.20 ([10], proposition 4.18). Etant donnée une sous-extension K/k
relativement parfaite d’une extension q-finie M/k. Pour toute sous-extension finie
L/k de M/k, on a di(L(K)/L) = di(K/k).
2.4. Extensions modulaires. On rappelle qu’une extension K/k est dite mo-
dulaire si et seulement si pour tout n ∈ N, Kp
n
et k sont Kp
n
∩ k-linéairement
disjointes. Cette notion a été définie pour la première fois par Swedleer dans [13],
elle caractérise les extensions purement inséparables, qui sont produit tensoriel sur
k d’extensions simples sur k. Par ailleurs, toute r-base B (si elle existe) d’une exten-
sion purement inséparable K/k telle que K ≃ ⊗k(⊗kk(a))a∈B sera appelée r-base
modulaire. En particulier, d’après le théorème de Swedleer, si K/k est d’exposant
borné, il est équivalent de dire que :
(i) K/k admet une r-base modulaire.
(ii) K/k est modulaire.
Soient mj le j-ème exposant d’une extension purement inséparable finie K/k
et {α1, . . . , αn} une r-base canoniquement ordonnée de K/k, donc d’après la pro-
position 2.14, pour tout j ∈ {2, . . . , n}, il existe des constantes uniques Cε ∈ k
telles que αj
pmj =
∑
ε∈Λj
Cε(α1, . . . , αj−1)
pmj ε
, où Λj = {(i1, . . . , ij−1) tel que
0 ≤ i1 < pm1−mj , . . . , 0 ≤ ij−1 < pmj−1−mj}. Ces relations s’appellent les équations
de définition de K/k.
Le critère ci-dessous permet de tester la modularité d’une extension.
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Théorème 2.21 ([4], Proposition 10). [Critère de modularité] Sous les nota-
tions ci-dessus, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) K/k est modulaire.
(2) Pour toute r-base canoniquement ordonnée {α1, . . . , αn} de K/k, les Cε ∈
k ∩Kp
mj
pour tout j ∈ {2, . . . , n}.
(3) Il existe une r-base canoniquement ordonnée {α1, . . . , αn} de K/k telle que
les Cε ∈ k ∩Kp
mj
pour tout j ∈ {2, . . . , n}.
Le résultat suivant est conséquence immédiate de la modularité.
Proposition 2.22. Soient m,n ∈ Z avec n ≥ m. Si K/k est modulaire, alors
Kp
m
/kp
n
est modulaire.
Proposition 2.23 ([5], Proposition 8.4). Soit K/k une extension purement insé-
parable finie (respectivement, et modulaire), et soit L/k une sous-extension de K/k
(respectivement, et modulaire) avec di(L/k) = s. Si Kp ⊆ L, il existe une r-base
canoniquement ordonnée (respectivement, et modulaire) (α1, α2, . . . , αn) de K/k, et
e1, e2, . . . , es ∈ {1, p} tels que (α1
e1 , α2
e2 , . . . , αs
es) soit une r-base canoniquement
ordonnée (respectivement, et modulaire) de L/k. De plus, pour tout j ∈ {1, . . . , s},
on a oj(K/k) = oj(L/k), auquel cas ej = 1, ou oj(K/k) = oj(L/k) + 1, auquel cas
ej = p.
Le théorème suivant de Waterhouse joue un rôle important dans l’étude des
extensions modulaires (cf. [14] Théorème 1.1).
Théorème 2.24. Soient (Kj)j∈I une famille de sous-corps d’un corps commutatif
Ω, et K un autre sous-corps de Ω. Si pour tout j ∈ I, K et Kj sont K ∩ Kj-
linéairement disjoints, alors K et
⋂
j
Kj sont K ∩ (
⋂
j
Kj)-linéairement disjoint.
Comme conséquence, la modularité est stable par une intersection quelconque
portant soit au dessus ou en dessous d’un corps commutatif. Plus précisément, on
a :
Corollaire 2.24.1. Sous les mêmes hypothèses du théorème ci-dessus, on a :
(i) Si pour tout j ∈ I, Kj/k est modulaire, il en est de même de
⋂
j
Kj/k.
(ii) Si pour tout j ∈ I, K/Kj est modulaire, il en est de même de K/
⋂
j
Kj.
D’après le théorème de Waterhouse, il existe une plus petite sous-extension m/k
de K/k (respectivement une plus petite extension M/K) telle que K/m (respecti-
vementM/k) est modulaire. Dorénavant, on note m = lm(K/k) et M = um(K/k).
Toutefois, l’extension um(K/k) sera appelée clôture modulaire de K/k.
Le résultat suivant est bien connu (cf. [11]).
Proposition 2.25. Soit K/k une extension purement inséparable et modulaire ;
soit pour tout n ∈ N, Kn = k(Kp
n
). Alors kn/k, K/kn, Kn/k et K/Kn sont
modulaires.
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3. Extensions lq-modulaires
3.1. Invariant de la lq-modularité d’une extension. Désormais, et sauf men-
tion du contraire, K/k désigne une extension q-finie d’exposant non borné, et pour
tout j ∈ N, kj = kp
−j
∩K et U js (K/k) = j − os(kj/k) pour tout s ∈ N
∗.
Définition 6. Le premier entier naturel i0 pour lequel la suite (U js (K/k))j∈N est
non bornée s’appelle l’invariant de la lq-modularité de K/k et se note Ilqm(K/k).
On vérifie aussitôt que 2 ≤ Ilqm(K/k). Par ailleurs, le résultat suivant est une
conséquence immédiate des propositions 2.18 et 2.19.
Proposition 3.1. Pour tout entier naturel non nul s, la suite (U js (K/k))j∈N est
croissante.
Preuve. Il est immédiat que os(kn/k) ≤ os(kn+1/k) ≤ os(kn/k)+1, car kn+1
p ⊆ kn.
Donc n+1−os(kn+1/k) ≥ n−os(Kn/k) ; et par suite (U js (K/k))j∈N est croissante.
Il en résulte aussitôt que :
• Pour tout entier s ≥ Ilqm(K/k), lim
n→+∞
(U js (K/k)) = +∞.
• Pour tout entier s ∈ [1, Ilqm(K/k)[, la suite (U js (K/k))j∈N est bornée ; et par
suite, pour tout entier n ≥ sup
j∈N
(sup(U js (K/k))) (s<Ilqm(K/k)), on obtient
Uns (K/k) = U
n+1
s (K/k). Ou encore, os(kn+1/k) = os(kn/k) + 1.
Cela conduit à :
Proposition 3.2. Soient k ⊆ K1 ⊆ K2 des extensions q-finies d’exposant non
borné. Pour tout s ∈ N∗, pour tout n ∈ N, on a Uns (K1/k) ≥ U
n
s (K2/k) . En outre,
Ilqm(K1/k) ≤ Ilqm(K2/k), et il y’a égalité si K2/K1 est finie.
Preuve. En vertu de la proposition 2.19, pour tout n ∈ N, on a kp
−n
∩K1 ⊆ k
p−n ∩
K2. Par passage aux exposants, on obtient os(k
p−n ∩ K1/k) ≤ os(k
pp
−n
∩K2/k),
et donc Uns (K2/k) ≤ U
n
s (K1/k). Il en résulte que Ilqm(K1/k) ≤ Ilqm(K2/k).
Dans le cas où K2/K1 est finie, posons e = o1(K2/K1), et donc pour tout entier
n > e, k(kp
−n
∩Kp
e
2 ) ⊆ k
p−n∩K1. Compte tenu de des propositions 2.19 et 2.14, on
obtient os(k
p−n−e ∩K2/k)− e ≤ os(kp
−n
∩K1/k). Soit e+n− os(kp
−n−e
∩K2/k) ≥
n − os(kp
−n
∩ K1/k), ou encore Uns (K1/k) ≤ U
n+e
s (K2/k). D’où Ilqm(K2/k) ≤
Ilqm(K1/k) ; et par suite, Ilqm(K1/k) = Ilqm(K2/k). ⊓⊔
3.2. Caractérisation de la lq-modularité d’une extension q-finie.
Définition 7. Soit K/k une extension q-finie. K/k est dite lq-modulaire si K est
modulaire sur une extension finie de k.
D’après le théorème de Waterhouse, il existe une plus petite sous-extension m/k
deK/k telle queK/m est modulaire. Par suite,K/k est lq-modulaire si et seulement
si m/k est finie.
Le résultat qui suit caractérise les extensions lq-modulaires au moyen de la va-
riation des exposants de certains corps intermédiaires. Plus précisément, on a :
Théorème 3.3. Soit K/k une extension q-finie et t = di(rp(K/k)/k). Les affir-
mations suivantes sont équivalentes :
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(1) K/k est lq-modulaire.
(2) Il existe un entier naturel j tel que K/kp
−j
∩K est modulaire.
(3) Pour tout entier s ∈ [1, t], la suite (U js (K/k))j∈N est bornée.
(4) Ilqm(K/k) = t+ 1.
Preuve. Il est clair que (2) ⇔ (3). Par ailleurs, compte tenu de la proposition
2.11, il existe un entier naturel non nul j0 tel que K/kj0 est relativement parfaite
et kj0(rp(K/k)) = K. En particulier, d’après la proposition 2.20, di(K/kj0) =
di(rp(K/k)/k) = t. Supposons ensuite que la condition (1) est vérifiée. On distingue
alors deux cas :
Si K/k est modulaire, en vertu de ([10], proposition 6.3), pour tout entier j ≥ j0,
on a kj/kj0 est équiexponentielle d’exposant j − j0 et di(kj/kj0) = t. D’où pour
tout s ∈ {1, . . . , t}, on a U js (K/k) = U
j+1
s (K/k).
Si K est modulaire sur une extension finie L de k, compte tenu de la finitude de
L/k, il existe un entier naturel e1 tel que L ⊆ ke1 . Par suite, L
p−j ∩K ⊆ ke1+j , et
par passage aux exposants pour tout s ∈ N∗, os(Lp
−j
∩K) ≤ os(ke1+j) ; soit donc
Ue1+js (K/k) ≤ e1 + U
j
s (K/L). D’où, la suite (U
j
s (K/k))j∈N est stationnaire pour
tout s ∈ {1, . . . , t}.
Inversement, si la condition (2) est vérifiée, il existe m0 ≥ sup(e(K/k), j0), pour
tout entier j ≥ m0, pour tout s ∈ {1, . . . , t}, on a os(kj+1/k) = os(kj/k) + 1
(et di(kj/km0) = t). Par suite, kj/kj0 est équiexponentielle, donc modulaire. D’où
K =
⋃
j>m0
kj est modulaire sur kj0 . ⊓⊔
Du fait que la suite (U js (K/k))s∈N∗ est croissante (j étant un entier naturel fixe),
la condition (3) du théorème ci-dessus se réduit à (U jt (K/k))j∈N est bornée, et par
suite K/k est lq-modulaire si et seulement si la suite (U jt (K/k))j∈N est bornée.
Sans perdre de généralité, le résultat qui suit améliore naturellement les hypo-
thèses de la condition suffisante du théorème ci-dessus.
Proposition 3.4. Soit (Kn/k)n∈N une suite croissante de sous-extensions finies
d’une extension q-finie L/k et K =
⋃
n∈N
Kn. Si les conditions suivantes sont véri-
fiées :
(i) La suite (o1(Kn/k))n∈N est non bornée,
(ii) Pour tout entier s ∈ [1, t] où t = di(rp(K/k)/k), la suite (o1(Kn/k) −
os(Kn/k))n∈N est bornée ;
alors K/k est lq-modulaire.
Preuve. Tout d’abord, on pose en = o1(Kn/k), notamment Kn ⊆ kp
−en
∩K. Par
passage aux exposants, on obtient ot(Kn/k) ≤ ot(kp
−en
∩ K/k), et donc en −
ot(Kn/k) ≥ en − ot(kp
−en
∩K/k), ou encore en − ot(Kn/k) ≥ U
en
t (K/k). Compte
tenu de la monotonie des suites (en)n∈N et (U
j
t (K/k))j∈N, et vue que (en)n∈N est non
bornée, on en déduit que sup
j∈N
(U jt (K/k)) = sup
j∈N
(U
ej
t (K/k)) = sup
j∈N
(ej−ot(Kj/k)), et
par conséquent la suite (U jt (K/k))j∈N est bornée. D’après le théorème précédent,
K/k est lq-modulaire. ⊓⊔
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La condition (2) est nécessaire, mais non suffisante comme le montre l’exemple
suivant :
Exemple 1. Soient P un corps parfait de caractéristique p > 0, et k = P (X,Y )
le corps des fractions rationnelles aux indéterminées X,Y . Posons K =
⋃
n∈N
Kn où
Kn = k(X
p−2n , Y p
−n
). On a K/k est modulaire (donc lq-modulaire), mais la suite
(o1(Kn/k)− o2(Kn/k))n∈N est non bornée.
Soient k un corps commutatif de caractéristique p > 0 et Ω une clôture algé-
brique de k. Dans [k : Ω] on définit la relation ∼ de la façon suivante : k1 ∼ k2 si et
seulement si k1 ⊆ k2 et k2/k1 est finie ou k2 ⊆ k1 et k1/k2 est finie. On vérifie aus-
sitôt que ∼ est réflexive, symétrique, cependant ∼ est généralement non transitive.
De plus, pour toute extension q-finie K1/k, l’application de modularité inférieure :
lm : [k : K1] 7−→ [k : K1]
L −→ lm(K1/L),
est compatibles avec la relation ∼. Plus précisément, on a :
Proposition 3.5. Soient k1 ⊆ k2 ⊆ K1 des sous-extensions q-finies. Si k1 ∼ k2,
alors lm(K1/k1) ∼ lm(K1/k2).
Preuve. Il suffit de remarquer que lm(K1/k1) ⊆ lm(K1/k2), et si de plus o1(k2/k1)
= e1, alors k2 ⊆ (lm(K1/k1))
p−e1 ∩K1, avec K1/(lm(K1/k1))
p−e1 ∩K1 est modu-
laire, (cf. la proposition 2.25). Soit donc lm(K1/k2) ⊆ (lm(K1/k1))
p−e1 ∩K1. ⊓⊔
Comme conséquence, la lq-modularité est stable à une extension finie près du
choix du corps de base comme le précise le résultat qui suit :
Proposition 3.6. Soit K/k une extension q-finie. On a :
(1) Si k′ ∼ k et k′ ⊂ K, K/k est lq-modulaire si et seulement il en est de même
de K/k′.
(2) Si K ∼ K ′ et k ⊂ K ′, K/k est lq-modulaire si et seulement si K ′/k l’est
aussi.
(3) Si k′ ∼ k et K ∼ K ′, avec k′ ⊂ K ′, alors K/k est lq-modulaire si et
seulement si il en est de même de K ′/k′.
Preuve. Cela résulte immédiatement des propositions 3.2 et 3.5 et du théorème 3.3.
Comme conséquence, le résultat ci-dessous permet de ramener l’étude de la lq-
modularité au cas des extensions relativement parfaites.
Corollaire 3.6.1. Soient K/k une extension q-finie et H/k la clôture relativement
parfaite de K/k. Alors :
(i) K/k est lq-modulaire si et seulement si il en est de même de H/k.
(ii) Soit F/k une sous-extension de K/k. K/F est lq-modulaire si et seulement
si il en est de même de rp(K/k)/rp(F/k) et de K/rp(F/k).
Preuve. Il suffit de remarquer que K ∼ rp(K/k) et F ∼ rp(F/k). ⊓⊔
Soient K/k une extension purement inséparable et P le sous-corps parfait maxi-
mal de k. On aK/P est modulaire ; donc on peut espérer que K/k est lq-modulaire !
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Autrement dit, toute extension purement inséparable serait lq-modulaire. Cepen-
dant K/P est transcendante. Voici un exemple non évident d’extensions purement
inséparables et non lq-modulaires.
Exemple 2. Soient k0 un corps parfait de caractéristique p > 0 et (X,Z1, Z2)
une famille algébriquement indépendante sur k0. Notons k = k0(X,Z1, Z2), et pour
tout n ∈ N∗, Kn = k(Xp
−2n
, θn), avec θ1 = Z
p−1
1 X
p−2 + Zp
−1
2 , et pour tout entier
n ≥ 2,
θn = Z
p−1
1 X
p−2n+(θn−1)
p−1
= Zp
−1
1 X
p−2n+Zp
−2
1 X
p−2n+1+· · ·+Zp
−n
1 X
p−n−1+Zp
−n
2 .
On a θpn+1 = Z1X
p−2n−1 + θn, donc Kn ⊂ Kn+1. Soit K =
⋃
n
Kn.
Théorème 3.7. Sous les hypothèses ci-dessus, k(Xp
−∞
)/k est la plus petite sous-
extension m/k de K/k telle que K/m est modulaire (lm(K/k) = k(Xp
−∞
)).
Pour la preuve de ce théorème, on se servira du résultat suivant qui est une
conséquence immédiate du critère de la modularité. Il intervient fréquemment dans
le reste de ce travail.
Lemme 3.1. Soient K/k une extension modulaire de caractéristique p 6= 0 et
((a, b), (e1, e2)) ∈ k2 × K2 tels que e2p
j
= ae1
pj + b (j ∈ N). Si e1p
j
6∈ k, alors
ap
−j
∈ K et bp
−j
∈ K.
Preuve. e1
pj 6∈ k est synonyme de (1, e1p
j
) est libre sur k. Notamment, (1, e1
pj ) est
libre sur k∩Kp
j
. Prolongeons ensuite ce système en une base B de Kp
j
sur k∩Kp
j
.
Comme Kp
j
et k sont k ∩Kp
j
-linéairement disjointes (car K/k est modulaire), B
est aussi une base de k(Kp
j
) sur k ; et comme e2
pj = ae1
pj + b ; par identification,
on a a ∈ k ∩Kp
j
et b ∈ k ∩Kp
j
. Il en résulte que ap
−j
∈ K et bp
−j
∈ K. ⊓⊔
Preuve du théorème Soit m/k la plus petite sous-extension de K/k telle que
K/m est modulaire. Il est clair queK/k(Xp
−∞
) est modulaire, doncm ⊆ k(Xp
−∞
).
Supposons l’existence d’un entier naturel non nul n tel que Xp
−n+1
∈ m et Xp
−n
6∈
m. Par construction, on a θ1
p = Z1(X
p−2)
p
+ Z2 = Z1X
p−1 + Z2 et,
[Z1
p−1Xp
−2n
+ · · ·+ Z1
p−nXp
−n−1
+ Z2
p−n ]
pn
= Z1
pn−1Xp
−n
+ · · ·+Z1X
p−1 +Z2
pour tout entier n ≥ 2, d’après le lemme ci-dessus, on a Z1
p−1 ∈ K. Il en résulte que
Z2
p−1 ∈ K, puisque Z1
p−1Xp
−2
+Z2
p−1 ∈ K ; et par suite, di(k(Xp
−1
, Z1
p−1 , Z2
p−1)/k)
= 3 ≤ di(K/k) = 2, ce qui est absurde. ⊓⊔
Dans ce qui suit, nous illustrons ces propos par quelques exemples d’extensions
lq-modulaires extraits de [4]. On rappelle qu’une extensionK/k est dite w0-générée,
si pour toute sous-extension propre L de K/k, on a L/k est finie (cf. [5] et [9] pour
des exemples non triviaux d’extensions w0-générées).
Proposition 3.8. Toute extension w0-générée et q-finie est lq-modulaire.
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
Une extension algébrique K/k est dite simple si K = k(θ) (θ ∈ K). Dans le cas
purement inséparable, cette définition se traduit en terme de taille et de hauteur par
K/k est simple si et seulement si K/k est d’exposant fini et de degré d’irrationalité
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di(K/k) = 1. Une généralisation naturelle de cette notion est de dire que K/k est
q-simple si l’ensemble des corps intermédiaires de K/k est totalement ordonné (cf.
[5]) ; dans le cas purement inséparable, cela équivaut à ce que toute sous-extension
propre de K/k est simple ou encore di(K/k) = 1.
Soient F/k et L/k deux sous-extensions d’une extension Ω/k. On vérifie imméd-
iatement en se ramenant à des extensions simples, que nous avons les propriétés
suivantes :
• Si F/k est q-simple, alors L(F )/L est q-simple.
• Si F/k est q-simple, alors L(F ) = L⊗L∩F F .
Une extension K/k est dite semi-simple de genre fini si elle est produit fini d’ex-
tensions q-simples (Pour plus d’informations à propos des extensions semi-simples
il est suggéré de se référer au [6]).
Proposition 3.9. Toute extension semi-simple de genre fini K/k est produit ten-
soriel d’extensions q-simples sur une extension finie de k.
Preuve. Application immédiate de la transitivité et l’associativité du produit ten-
soriel. ⊓⊔
Comme conséquence, on a :
Corollaire 3.9.1. Toute extension semi-simple de genre fini est lq-modulaire.
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
Dans la suite, on montre comme dans le cas de la modularité que la lq-modularité
est préservée par intersection.
3.3. Stabilité de la lq-modularité d’une extension q-finie. D’une façon assez
générale, la lq-modularité est respectée non seulement à une extension finie près,
mais à toute déplacement du corps de base dans le sens ascendant. Il s’agit d’une
propriété absolue de la lq-modularité.
Proposition 3.10. Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions q-finies. Si K/k est lq-
modulaire, il en est de même de K/L.
Preuve. D’après la proposition 3.6, il suffit de faire la démonstration lorsque K/k
et L/k sont relativement parfaites. D’abord, compte tenu de la propriété "être
relativement parfaite", pour tout n ∈ N, k(Lp
n
) = L. Or, k(Lp
n
) ⊂ k(L∩Kp
n
) ⊂ L,
donc L = k(L∩Kp
n
), et par suite il est trivialement évident que k(Kp
n
) = K et L
sont k(L ∩Kp
n
)-linéairement disjoints. En vertu de ([17], lemme 1.60), si K/k est
modulaire, il en est de même de K/L. Sinon, par la lq-modularité il existe une sous-
extension finie k1/k de K/k telle que K/k1 est modulaire, donc il en est de même
de K/k1(L) puisque rp(k1(L)/k1) = k1(rp(L/k)) = k1(L), et comme k1(L) ∼ L,
alors K/L sera lq-modulaire. ⊓⊔
Proposition 3.11. Soient K/k une extension q-finie et (ki)i∈I une famille de
corps intermédiaires de K/k. Si pour tout i ∈ I, K/ki est lq-modulaire, il en est de
même de K/
⋂
i∈I
ki.
Preuve. Grâce à la proposition 2.13, on se ramène à I = {1, 2}. Pour tout j = 1, 2,
on note mj = lm(K/kj). Compte tenu de la lq-modularité, il existe e ∈ N tel
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que mj ⊆ kj
p−e ∩ K pour j = 1, 2 ; et donc m1 ∩ m2 ⊆ k1
p−e ∩ k2
p−e ∩ K =
(k1 ∩ k2)
p−e ∩K. Il en résulte que m1 ∩m2/k est finie (à savoir K/k est q-finie).
Par ailleurs, en vertu du corollaire 2.24.1,K/m1∩m2 est modulaire, donc K/k1∩k2
est lq-modulaire. ⊓⊔
Comme conséquence, on a :
Corollaire 3.11.1. Pour toute extension q-finie K/k, il existe une plus petite sous-
extension m/k de K/k telle que K/m est lq-modulaire.
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
On peut situer avec précision m. Pour cela, comme dans le cas de la modularité,
on commence par désigner par lqm(K/k) la plus petite sous-extension m/k de K/k
telle que K/m est lq-modulaire.
Proposition 3.12. Sous les conditions ci-dessus, on a lqm(K/k) = rp(lm(K/k)/k).
En outre, lqm(K/k)/k est relativement parfaite.
Preuve. Soientm0 = lqm(K/k),m1 = lm(K/m0) etm2 = lm(K/k). Il est clair que
m0 ⊆ m2 ⊆ m1 et m1/m0 est finie, puisque K/m0 est lq-modulaire. D’où rp(m0/k)
= rp(m2/k). Or, d’après le corollaire 3.6.1, K/rp(m0/k) est aussi lq-modulaire,
donc m0 ⊆ rp(m0/k), ou encore m0 = rp(m0/k) = rp(m2/k). ⊓⊔
Cela conduit à :
Corollaire 3.12.1. Soient K et K ′ deux corps intermédiaires d’une extension q-
finie K/k. Alors :
(i) Si K ∼ K ′, on a lqm(K/k) = lqm(K ′/k). En particulier, lqm(K/k) =
lqm(rp(K/k)/k).
(ii) Pour toute sous-extension L/k de K/k, on a L(lqm(K/k)) = lqm(K/L).
Preuve. Compte tenu de la proposition 3.6, il suffit de prouver l’assertion (ii).
Notons m1 = lqm(K/k) et m2 = lqm(K/L). Il est clair que m1 ⊆ m2, donc
m1(L) ⊆ m2. D’autre part, d’après la proposition 3.10, K/m1(L) est lq-modulaire,
donc m2 ⊆ m1(L). D’où m1(L) = m2. ⊓⊔
La préservation de la lq-modularité deK/k par intersection portant surK semble
beaucoup moins évidente. D’abord, nous aurons besoin des résultats suivants. Nous
commençons par la proposition suivante qui est une conséquence bien connue de la
transitivité de la linéarité disjointe.
Proposition 3.13. Soient K1/k et K2/k deux sous-extensions d’une même ex-
tension K/k, k-linéairement disjointes. Pour touts corps intermédiaires L1 et L2
respectivement de K1 et K2, on a L2(K1) et L1(K1) sont k(L1, L2)-linéairement-
disjointes. En particulier, L2(K1) ∩ L1(K2) = k(L1, L2).
Cela conduit à :
Corollaire 3.13.1. Soient L et K deux corps intermédiaires d’une même extension
M/k, k-linéairement disjoints. Tout sous-ensemble G de K tel que L(K) = L(G)
vérifie K = k(G). En outre, si une partie G de K est une base de L(K)/L, alors
G l’est également pour K/k.
Preuve. D’après la transitivité de la linéarité disjointe, on aura K et L(G) sont
k(G)-linéairement disjoints, et par suite k(G) = K ∩ L(G) = K ∩ L(K) = K. ⊓⊔
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Considérons maintenant deux sous-extensions finies L/k et m/k d’une même
extension purement inséparable K/k. Soit B = (α1, α2, . . . , αn) une r-base canoni-
quement ordonnée de L/k. Posons ei = oi(L/k) et e = o1(m/k). On suppose qu’il
existe un entier s ∈ [1, n] tel que es−1 − es > e (en particulier, es 6= es−1). D’après
la proposition 2.14, il existe des constantes uniques aξ ∈ k(Lp
es+1
) telles que
αp
es
s =
∑
ξ∈Λ
aξ(α1, α2, . . . , αs−1)
ξpes ,
où Λ = {(i1, i2, . . . , is−1)| 0 ≤ ij ≤ p− 1}. Supposons de plus que Kp
es
et k(m ∩
Kp
es
) sont m ∩Kp
es
-linéairement disjointes. En outre, cette condition est remplie
si K/m est modulaire.
Lemme 3.2. Sous les hypothèses ci-dessus, on a :
∀ξ ∈ {(i1, i2, . . . , is−1)| 0 ≤ ij ≤ p− 1} , a
p−es
ξ ∈ k
p−e1+1 ∩K.
Preuve. Montrons d’abord que ((α1, α2, . . . , αs−1)
ξpes )ξ∈Λ est une base de k(m ∩
Kp
es
)(α1
pes , · · · , αs−1p
es
) sur k(m ∩ Kp
es
)(α1
pes+1 , · · · , αs−1p
es+1
). Pour cela, il
suffit de montrer que di(k(m∩Kp
es
)(α1
pes , · · · , αs−1p
es
)/k(m∩Kp
es
)) = s−1. S’il
existe i ∈ {1, · · · , s − 1} tel que αip
es
∈ k(m ∩Kp
es
)(α1
pes , · · · , αi−1p
es
, αi+1
pes ,
· · · , αs−1
pes ), alors αi
pes+e = (αi
pes )
pe
∈ k(mp
e
∩Kp
es+e
)(α1
pes+e , · · · , αi−1
pes+e ,
αi+1
pes+e , · · · , αs−1
pes+e ) ⊆ k(mp
e
)(α1
pes+e , · · · , αi−1
pes+e , αi+1
pes+e , · · · , αs−1
pes+e)
= k(α1
pes+e , · · · , αi−1p
es+e
, αi+1
pes+e , · · · , αs−1p
es+e
), et donc di(k(α1
pes+e , · · · ,
αi−1
pes+e , αi+1
pes+e , · · · , αs−1p
es+e
)/k) < s− 1. Il en résulte d’après le lemme 2.1
que os−1(L/k) = os−1(k(α1, · · · , αs−1)/k) = es−1 ≤ es+e, ou encore es−1−es ≤ e,
ce qui contredit l’hypothèse. Par ailleurs, on a Kp
es
et k(m∩Kp
es
) sont m∩Kp
es
-
linéairement disjointes, donc en particulier m∩Kp
es
(Lp
es
) et k(m∩Kp
es
) sontm∩
Kp
es
-linéairement disjointes. Comme, k(Lp
es
) = k(α1
pes , · · · , αs−1p
es
), donc plus
particulièrement k(m∩Kp
es
)(Lp
es
) = k(m∩Kp
es
)(α1
pes , · · · , αs−1p
es
). D’après le
corollaire précédent m ∩Kp
es
(Lp
es
) = m ∩Kp
es
(α1
pes , · · · , αs−1
pes ), et par suite
αs
pes ∈ m∩Kp
es
(α1
pes , · · · , αs−1p
es
) (à savoir αs
pes ∈ Lp
es
). D’autre part, en vertu
de la transitivité de la linéarité disjointe,m∩Kp
es
(Lp
es
) et k(m∩Kp
es
)(Lp
es+1
) sont
m∩Kp
es
(Lp
es+1
)-linéairement disjointes. Puisque B1 = ((α1, α2, . . . , αs−1)
ξpes )ξ∈Λ
est une base de k(m∩Kp
es
)(Lp
es
) sur k(m∩Kp
es
)(Lp
es+1
), alors B1 est aussi une
base de m ∩Kp
es
(Lp
es
) sur m ∩Kp
es
(Lp
es+1
). Or,
αp
es
s =
∑
ξ
aξ(α1, α2, . . . , αs−1)
ξpes
avec les aξ ∈ k(Lp
es+1
) ⊆ k(m∩Kp
es
)(Lp
es+1
) ; par identification, pour tout ξ ∈ Λ,
aξ ∈ m ∩ Kp
es
(Lp
es+1
) ⊆ Kp
es
. Il en résulte que aξ
p−es ∈ K. On a aussi aξ ∈
k(Lp
es+1
) ⊆ kp
−e1+es+1
(car o1(k(L
pes+1)/k) = e1 − es − 1). D’où aξ ∈ kp
−e1+1
, et
donc aξ ∈ kp
−e1+1
∩K. ⊓⊔
Théorème 3.14. Soient (Ki/k)i∈I une famille de sous-extensions lq-modulaires
d’une extension q-finie H/k. Alors
⋂
i∈I
Ki/k est lq-modulaire.
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Preuve. Grâce à la proposition 2.13, on se ramène à I = {1, 2}. On a K1/k et K2/k
sont lq-modulaires, donc d’après le théorème 3.3 et la proposition 2.25, il existe
e ∈ N tel que K1/kp
−e
∩ K1 et K2/kp
−e
∩ K2 sont modulaires. Le cas q-simple
et le cas fini sont trivialement évidents, donc il suffit d’établir le résultat lorsque
K1 ∩K2/k est d’exposant non borné et de degré d’irrationalité 1 < di(K1 ∩K2/k),
et par conséquent 1 ≤ di(rp(K1 ∩ K2)/k) et o1(kp
−j
∩ (K1 ∩ K2)/k) = j pour
tout j ∈ N. Posons ensuite, t = di(rp(K1 ∩ K2)/k), et pour tout entier s ∈ [1, t],
U js (K1∩K2/k) = j−os(k
p−j∩K1∩K2/k), ejs = os(k
p−j ∩K1∩K2/k), εjs = e
j+1
s −e
j
s
(εjs ∈ {0, 1}), et Ilqm(K1∩K2/k) = i0. Si i0 = t+1, en vertu du théorème 3.3,K1∩
K2/k est lq-modulaire. Supposons ensuite que 1 < i0 ≤ t. Par définition l’invariant
de la lq-modularité d’une extension, on a lim
j−→+∞
(U ji0(K1 ∩K2/k)) = +∞, et pour
tout entier s ∈ [1, i0−1], la suite croissante d’entiers (U js (K1∩K2/k))j∈N est bornée,
donc stationnaire. D’où il existe e1 ∈ N, pour tout entier j ≥ e1, pour tout entier
s ∈ [1, i0−1], U
j
s (K1∩K2/k) = U
j+1
s (K1∩K2/k). En particulier, lim
j−→+∞
(U ji0(K1∩
K2/k)−U
j
i0−1
(K1∩K2/k)) = lim
j−→+∞
(eji0−1−e
j
i0
) = +∞. Par suite, il existe n0 > e1,
pour tout entier n ≥ n0, e
n
i0−1 − e
n
i0 >>> e. Si ε
n
i0 = 1 pour tout entier n ≥ n0,
alors la suite (Uni0(K1∩K2/k))n∈N est bornée, c’est une contradiction. Donc il existe
n1 ≥ n0 tel que ε
n1
i0
= 0, ou encore en1i0 = e
n1+1
i0
. Soit n2 le plus grand entier tel que
en2i0 = e
n1
i0
(n2 existe, car 1 < i0 ≤ t, et donc par le théorème 2.17 lim
n−→+∞
(eni0) =
+∞). D’après la proposition 2.23, il existe une r-base {α1, · · · , αm} canoniquement
ordonnée de kp
−n2−1
∩K1 ∩K2/k, il existe εi0+1 ∈ {1, p}, · · · , εm′ ∈ {1, p}, (m
′ =
di(kp
−n2
∩K1 ∩K2/k)), tels que {α1p, · · · , αi0
p, αi0+1
εi0+1 , · · · , αm′εm′ } est aussi
une r-base canoniquement ordonnée de kp
−n2
∩K1 ∩K2/k. Ecrivons :
αi0
p
e
n2+1
i0 =
∑
ξ
aξ(α1, · · · , αi0−1)
ξp
e
n2+1
i0
,
où aξ ∈ k(α1p
e
n2+1
i0
+1
, · · · , αi0−1
p
e
n2+1
i0
+1
) et Λ = {(i1, i2, . . . , ii0−1)| 0 ≤ ij ≤ p− 1}.
Comme K1/k
p−e ∩ K1 et K2/kp
−e
∩ K2 sont modulaires, en vertu du lemme 3.2
ci-dessus, aξ
p
−e
n2+1
i0 ∈ kp
−n2
∩K1 et aξp
−e
n2+1
i0 ∈ kp
−n2
∩K2. D’où αi0 ∈ k(α1, · · · ,
αi0−1, ((aξ)
p
−e
n2+1
i0 )ξ), et donc e
n2
i0
= en2+1i0 − 1 = o(αi0
p, k(α1
p, · · · , αi0−1
p))
≥ o1(k(α1p, · · · , αi0−1
p, ((aξ)
p
−e
n2+1
i0 )ξ)/k(α1
p, · · · , αi0−1
p)) ≥ o1(k(α1, · · · , αi0−1,
((aξ)
p
−e
n2+1
i0 )ξ)/k(α1, · · · , αi0−1)) ≥ o(αi0 , k(α1, · · · , αi0−1)) = e
n2+1
i0
(cf. Proposi-
tions 2.18 et 2.19). Par suite, en2+1i0 − 1 ≥ e
n2+1
i0
, ce qui est absurde. ⊓⊔
Nous en déduisons le résultat suivant :
Corollaire 3.14.1. Pour toute extension q-finie K/k, il existe une plus petite ex-
tension M/K telle que M/k est lq-modulaire.
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
Désormais, ulqm(K/k) désigne la plus petite extension M/K telle que M/k est
lq-modulaire. Malheureusement, on ne sait pas situer avec précision ulqm(K/k).
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Tout ce que l’on peut affirmer est que ulqm(K/k) ⊂ rp(um(K/k)/k). Mais l’inclu-
sion peut être stricte comme l’indique l’exemple suivant :
Exemple 3. Soient P un corps parfait de caractéristique p 6= 0 et (X,Y, Z) une
famille algébriquement libre sur P . Notons k = P (X,Y, Z), F1 = k(X
p−∞), F2 =
k((Xp
−2
Y p
−1
+Zp
−1
)p
−∞
) et K = F1(F2). Posons θ1 = Y
p−1Xp
−2
+ Zp
−1
et θ2 =
Xp
−2
.
Proposition 3.15. Avec les notations précédentes, on a um(K/k)/ulqm(K/k) est
d’exposant non borné (et donc ulqm(K/k) 6= um(K/k)).
Preuve. Comme F1/k et F2/k sont q-simples, selon le corollaire 3.9.1, K/k est lq-
modulaire ; d’où ulqm(K/k) = K. Soit N = um(K/k). Si N/K est finie, comme
K/k est relativement parfaite, donc K = rp(N/k) =
⋂
n∈N
k(Np
n
), et par suite K/k
sera modulaire. Or, θ1
p = Y θ2
p + Z ; en vertu du lemme 3.1, Y p
−1
, Zp
−1
∈ K ;
et par suite, 2 = di(K/k) ≥ di(k(Xp
−2
, Y p
−1
, Zp
−1
)/k) = 3, contradiction. D’où
N/ulqm(K/k) est d’exposant non borné, et donc N 6= K = ulqm(K/k). ⊓⊔
4. Prolongement du théorème de la clôture lq-modulaire
4.1. Clôture lq-modulaire d’une extension q-finie. Soit K/k une extension
q-finie d’exposant non borné. Dans ce qui suit, on utilise les notations suivantes :
kn = k
p−n ∩ K, os(kn/k) = ens , di(K/k) = t1, Ilqm(K/k) = i0, et e(K/k) =
sup
s∈I
(sup
j∈N
(U js (K/k))) où I = {1, · · · , i0 − 1}.
Théorème 4.1. Pour tout entier n ≥ e, on a k(kp
en
i0
n ) ⊆ k(k
p
e
n+1
i0
n+1 ), et l’extension
M =
⋃
n≥e
k(kp
en
i0
n ) remplie les conditions ci-dessous :
(1) di(M/k) = Ilqm(K/k)− 1 = i0 − 1.
(2) M/k est relativement parfaite.
(3) M/k est lq-modulaire.
Preuve. D’abord, pour tout entier j ≥ e(K/k), pour tout entier s ∈ [1, i0− 1], on a
ej+1s = e
j
s+1, et comme k(k
p
j+1) ⊆ kj , d’après la proposition 2.23, pour tout entier
j ≥ e(K/k), il existe une r-base {α1, · · · , αt1} canoniquement ordonnée de kj+1/k,
il existe es ∈ {1, p} tels que {α
p
1, · · · , α
p
i0−1
, α
ei0
i0
, · · · , α
et1
t1 } est une r-base cano-
niquement ordonnée de kj/k. Ensuite, pour tout entier j > e(K/k), notons Kj =
k(kp
e
j
i0
j ). D’une part, Kj = k(α
p
e
j
i0
+1
1 , . . . , α
p
e
j
i0
+1
i−1 ) et Kj+1 = k(α
p
e
j+1
i0
1 , . . . , α
p
e
j+1
i0
i−1 ).
D’autre part, on a ej+1i0 = e
j
i0
+ ε, avec ε = 0 ou 1, cela conduit à Kj ⊆ Kj+1.
Toutefois, par définition de Ilqm(K/k), on a 1+eji0 > e
j+1
i0
(c’est-à-dire eji0 = e
j+1
i0
)
pour une infinité de valeurs de j. Pour ces valeurs, on a di(Kj+1/k) = i0− 1, sinon
d’après le lemme 2.1, ej+1i0 = e
j+1
i0−1
= 1 + eji0−1 = e
j
i0
, et donc eji0 > e
j
i0−1
, ce
qui contredit la définition des exposants. Comme (di(Kj/k))j>e(K/k) est une suite
croissante d’entiers bornée par di(K/k), donc elle stationne sur i0 − 1. De plus,
Kj 6= Kj+1, en effet si Kj+1 = Kj = k(K
p
j+1), comme Kj+1/k est d’exposant
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borné, on aura Kj+1 = k, contradiction. Cela entraîne aussitôt que M/k est d’ex-
posant non borné et di(M/k) = i0 − 1. De plus, M/k est relativement parfaite car
k(Kpj+1) = Kj pour une infinité de j. ⊓⊔
4.2. Théorème d’existence.
Théorème 4.2 (théorème de la clôture lq-modulaire). L’extension M/k ci-dessus
est la plus grande sous-extension lq-modulaire et relativement parfaite de K/k.
Pour démontrer ce théorème, nous aurons besoin des terminologies suivantes :
Définition 8. Une suite (en)n∈N d’éléments de N est dite q-entière si pour tout
n ∈ N, (en+1 − en) ∈ {0, 1}.
Lemme 4.1. Soient K/k une extension lq-modulaire et relativement parfaite, et
(en)n∈N une suite q-entière telle que lim
n→+∞
(n− en) = +∞. Alors, pour tout entier
n ≥ e(K/k), on a :
(i) k(kp
en
n ) ⊆ k(k
pen+1
n+1 ).
(ii)
⋃
n≥e(K/k)
k(kp
en
n ) = K.
Preuve. Compte tenu de la lq-modularité et de la propriété "être relativement par-
faite", pour tout n ≥ e(K/k), pour tout s ∈ {1, · · · , t} où t = di(K/k), on a
ens+1 = e
n+1
s ; c’est-à-dire k(k
p
n+1) = kn. Comme en+1−en ∈ {0, 1}, alors k(k
pen
n ) ⊆
k(kp
en+1
n+1 ). Ensuite, pour tout entier j > e(K/k), posons H =
⋃
n≥e(K/k)
k(kp
en
n ).
Comme la suite (Unt (K/k))n∈N est bornée (cf. théorème 3.3) et lim
n→+∞
(n − en) =
+∞, alors lim
n→+∞
((n−en)−(U
n
t (K/k))) = limn→+∞
((n−en)−(n−e
n
t )) = limn→+∞
(ent −
en) = +∞. Or, en vertu de la proposition 2.14, (n − en, en2 − en, · · · , e
n
t − en) est
exactement la liste des exposants de k(kp
en
n )/k, et donc d’après le théorème 2.17,
H/k est relativement parfaite et di(H/k) = t = di(K/k). Par suite H = K puisque
K/k est aussi relativement parfaite. ⊓⊔
Preuve du théorème de la clôture lq-modulaire. Soit J/k une sous-extension
lq-modulaire et relativement parfaite de K/k. Posons Jn = k
p−n ∩ J . Comme
lim
n→+∞
(n − eni0) = +∞, et (e
n
i0)n∈N est q-entière, en vertu du lemme précédent,
on aura J =
⋃
n∈N
k(Jn
p
en
i0
). Par ailleurs, k(Jn
p
en
i0
) ⊆ k(kp
en
i0
n ) ; donc J ⊆M . ⊓⊔
Une étude détaillée autour de ce théorème dans le cas où di(k) est fini se trouve
dans [7].
Définition 9. Soit K/k une extension q-finie. La plus grande sous-extension lq-
modulaire et relativement parfaite de K/k s’appelle la clôture lq-modulaire de K/k,
et se note H(K/k).
Remarque 1. Soit K/k une extension q-finie. Alors :
— Si K/k est finie, k est la clôture lq-modulaire de K/k ; donc ce cas est trivial.
Cependant, si K/k est d’exposant non borné, il en est de même de H(K/k)/k.
Pour cela, on s’intéresse uniquement aux extensions d’exposant non borné.
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— Pour toute sous-extension L/k de K/k, on a rp(L/k) ⊆ H(K/k) si L/k est
lq-modulaire.
— H(K/k) = H(rp(K/k)/k) ; en particulier, si K/k est lq-modulaire, H(K/k)
est la clôture relativement parfaite de K/k.
— La clôture lq-modulaire d’une extension purement inséparable peut ne pas être
triviale comme le montre l’exemple ci-dessous.
Exemple 4. SoientQ un corps parfait de caractéristique p > 0, et k = Q(X,Z1, Z2)
le corps des fractions rationnelles aux indéterminéesX,Z1, Z2. PosonsK =
⋃
n∈N∗
Kn
avec Kn = k(X
p−2n , Z1
p−1Xp
−2n
+ · · ·+ Z1
p−nXp
−n−1
+ Z2
p−n). L’extension L =⋃
n∈N∗
k(Xp
−n
) est la plus petite sous-extension de K/k telle que K/L est modulaire
(cf. exemple 2), donc K/k n’est pas lq-modulaire. Il en résulte que L = H(K/k),
(cf. théorème 4.4 ci-après).
Proposition 4.3. Soit K/k une extension q-finie. Alors :
(i) Pour toute sous-extension finie k′/k de K/k, on a k′(H(K/k)) = H(K/k′).
(ii) Pour toute extension finie K ′/K, on a H(K/k) = H(K ′/k).
Preuve. L’assertion (ii) est immédiate, il suffit de remarquer que rp(K/k) = rp(K ′/k).
Plaçons-nous dans les conditions de (1). En vertu de la proposition 3.6, k′(H(K/k))/k′
est lq-modulaire et relativement parfaite, puisqueH(K/k)/k l’est ; donc k′(H(K/k))
⊆ H(K/k′). D’autre part, comme k′/k est fini, alors H(K/k′)/k est lq-modulaire,
et par suite rp(H(K/k′)/k) = H(K/k). D’où k′(rp(H(K/k′)/k)) = k′(H(K/k)),
ou encore k′(H(K/k)) = k′rp(H(K/k′)/k) = H(K/k′) (cf. proposition 2.8). ⊓⊔
4.3. Premières applications du théorème de la clôture lq-modulaire. La
première conséquence immédiate du théorème de la clôture lq-modulaire est :
Théorème 4.4. Soit K/k une extension q-finie. Pour toute sous-extension lq-
modulaire J/k de K/k, on a di(H(J/k)) ≤ Ilqm(K/k) − 1, il y’a égalité si J/k
contient la clôture lq-modulaire de K/k.
Preuve. On aH(J/k) ⊆ H(K/k), donc di(H(J/k)/k) ≤ di(H(K/k)/k) = Ilqm(K/k)
−1. Avec l’égalité si et seulement si di(H(J/k)/k) = di(H(K/k)/k), ou encore
H(J/k) = H(K/k) ⊆ J . ⊓⊔
Egalement, comme application du théorème de la clôture lq-modulaire, le produit
préserve la lq-modularité. Plus précisément, on a :
Proposition 4.5. Le produit de deux extensions lq-modulaires est lq-modulaire.
Preuve. Soient K1/k et K2/k deux sous-extensions purement inséparables d’une
même extensionK/k. Il est immédiat que H(K1/k)(H(K2/k)) ⊆ H(K/k). Si K1/k
et K2/k sont lq-modulaires, H(K1/k)/k et H(K2/k)/k sont les clôtures relative-
ment parfaites respectives de K1/k et K2/k, et par suite, H(K1/k)(H(K2/k)) est
la clôture relativement parfaite de K1(K2)/k. Il en résulte que H(K1/k)(H(K2/k
)) = H(K1(K2)/k) = rp(K1(K2)/k), d’où K1(K2)/k est lq-modulaire. ⊓⊔
Plus particulièrement, on obtient le résultat suivant :
Proposition 4.6. Soient K1 et K2 des corps intermédiaires d’une extension q-finie
K/k, k-linéairement disjoints. Alors, Ilqm(K1/k)+Ilqm(K2/k)−1 ≤ Ilqm(K1(K2)
/k).
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Preuve. Soient M , M1, et M2 les clôtures lq-modulaires respectives de K1(K2)/k,
K1/k, et K2/k. On a M1(M2) ⊆ M avec M1/k et M2/k sont k-linéairement dis-
jointes (transitivité de la linéarité disjointe) ; donc di(M1 ⊗k M2/k) = di(M1/k) +
di(M2/k) ≤ di(M/k) (cf. Corollaire 2.5.1). Ou encore Ilqm(K1/k)−1+Ilqm(K2/k)
−1 ≤ Ilqm(K1(K2)/k)−1. Soit Ilqm(K1/k)+Ilqm(K2/k)−1 ≤ Ilqm(K1(K2)/k).
Soit K/k une extension q-finie. Par application répétée du théorème de la clô-
ture lq-modulaire, on définit la i-ème clôture lq-modulaire de la façon suivante :
H1(K/k) = K si K/k est finie, et H1(K/k) = H(K/k) si K/k est d’exposant
non borné. Par récurrence, on pose Hi(K/k) = K si K/Hi−1(K/k) est finie, et
Hi(K/k) = H(K/Hi−1(K/k)) si K/Hi−1(K/k) est d’exposant non borné. Par
convention, on note H0(K/k) = k.
On vérifie immédiatement que :
• Pour tout i ∈ N, Hi+1(K/k)/Hi(K/k) est lq-modulaire.
• Soit (i, j) ∈ N2. Si i ≤ j, on a Hi(Hj(K/k)/k) = Hi(K/k) ; et si i ≥ j,
Hi(Hj(K /k)/k) = Hj(K/k).
Proposition 4.7. La suite (Hi(K/k))i∈N est stationnaire.
Preuve. Résulte immédiatement de la proposition 2.13. ⊓⊔
Remarque 2. Soit K/k une extension q-finie. Il est clair que H1(K/k) = K si et
seulement si K/k est finie ou K/k est lq-modulaire et relativement parfaite.
Le résultat ci-dessous peut être considéré comme une généralisation naturelle de
la proposition 4.3.
Théorème 4.8. Soient K/k une extension q-finie d’exposant non borné et n0 le
plus petit entier tel que K = Hn0(K/k). Alors :
(i) Pour toute extension finieK ′/K, pour tout entier naturel j, on a rp(Hj(K/k))
= rp(Hj(K
′/k)).
(ii) Pour toute sous-extension finie k′/k de K/k, pour tout i ∈ N, on a Hi(K/k′)
= k′(Hi(K/k)).
Preuve. L’item (i) s’en déduit par application répétée de la proposition 4.3. Par
ailleurs, d’après la même proposition on a encore H1(K/k
′) = k′(H1(K/k)). Suppo-
sons que l’on k′(Hi(K/k)) = Hi(K/k
′). Puisque k′/k est finie, il en est de même de
k′(Hi(K/k))/Hi(K/k). Si K/Hi(K/k) est finie, alors Hi+1(K/k) = Hi+1(K/k
′) =
K. Sinon, en vertu de la proposition 4.3, k′(Hi+1(K/k)) = k
′(H(K/Hi(K/k))) =
k′(Hi(K/k))(H(K/Hi(K/k))) = H(K/k
′(Hi(K/k))) = H(K/Hi(K/k
′)) = Hi+1
(K/k′). Le résultat découle ainsi par récurrence . ⊓⊔
Contrairement aux applications citées en haut, le résultat suivant n’est pas une
conséquence directe du théorème de la clôture lq-modulaire. Il semble beaucoup
moins évident.
Proposition 4.9. Soient K1 et K2 deux corps intermédiaires d’une extension q-
finie. Alors K1(K2)/K2 est lq-modulaire si K1/k l’est.
Preuve. Par induction, d’après la proposition 4.7 ci-dessus, on se ramène au cas où
K2/k est lq-modulaire. En vertu de la proposition 4.5, K1(K2)/k est lq-modulaire,
et par la proposition 3.10, il en est de même de K1(K2)/K2. ⊓⊔
L’inégalité suivante résulte immédiatement de la proposition ci-dessus.
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Proposition 4.10. Soient K1 et K2 des corps intermédiaires d’une extension q-
finie K/k, k-linéairement disjointes. On a :
Ilqm(K1/k) ≤ Ilqm(K2(K1)/K2).
Preuve. Immédiat ⊓⊔
Les deux inégalités qui figurent dans les propositions 4.6 et 4.10 peuvent être
strictes comme le montre l’exemple suivant :
Exemple 5. SoientQ un corps parfait de caractéristique p > 0, et k = Q(X,Z1, Z2)
le corps des fractions rationnelles aux indéterminées X,Z1, Z2. Posons K1,1 =
k(Xp
−2n
, θ1) où θ1 = Z1
p−1Xp
−2
+Z2
p−1 , et pour tout n ≥ 2, K1,n = k(Xp
−2n
, θn)
avec θn = Z1
p−1Xp
−2n
+ (θn−1)
p−1
= Z1
p−1Xp
−2n
+ · · · + Z1
p−nXp
−n−1
+ Z2
p−n .
Notons également K1 =
⋃
n∈N∗
K1,n et K2 =
⋃
n∈N
k(Z1
p−n), et soit K = K1(K2). On
vérifie aussitôt que K =
⋃
n∈N
kp
−n
, et K1/k n’est pas lq-modulaire, car l’extension
L = k(Xp
−∞
) = lm(K1/k) (cf. exemple 2), et donc k ⊆ L ⊆ H(K1/k) ⊆ K1.
Comme di(K1/k) = 2, d’après le théorème 2.4, di(H(K1/k)/k) = 1 ou 2. Or,
K1 6= H(K1/k) (à savoirK1/k n’est pas lq-modulaire), compte tenu de la propriété
"être relativement parfaite", on aura di(H(K1/k)/k) = di(L/k) = 1, et par suite
L = H(K1/k). On en déduit que H(K1/k)(H(K2/k)) = H(K1/k)(K2) = L(K2) 6=
H(K/k) = K.
5. Prolongement de la i-modularité
Exclusivement, et sauf mention expresse du contraire, toutes les extensions consi-
dérées dans le reste de ce travail sont q-finies d’exposant non borné.
5.1. Suite de décomposition d’une extension q-finie. Par analogie aux groupes
à opérateur, et plus particulièrement aux suites de Jordan-Hölder, nous adoptons
la définition suivante :
Définition 10. Toute suite d’extensions q-finies k = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn telle que
Fi+1/Fi est lq-modulaire pour tout entier i ∈ [0, n[ s’appelle suite de décomposition
de rang n.
En outre, soit K/k une extension q-finie, toute suite de décomposition k = F0 ⊆
F1 ⊆ · · · ⊆ Fn telle que Fn = K sera appelée suite de décomposition de rang n
associée à K.
Comme résultat élémentaire, on a :
Proposition 5.1. Toute extension q-finie admet une suite de décomposition. En
particulier, toute suite de décomposition associée à une sous-extension L/k de K/k
se prolonge en une suite de décomposition associée à K/k.
Preuve. Résulte immédiatement des propositions 4.7 et 4.9. ⊓⊔
Soient (Fi/k)1≤i≤n et (F
′
i/k
′)1≤i≤n deux suites d’extensions purement insépa-
rables respectivement de k et k′. On dit que (Fi/k)1≤i≤n est équivalente à (F
′
i /
k′)1≤i≤n, et on note (Fi/k)1≤i≤n ∼ (F ′i/k
′)1≤i≤n, si k ∼ k′, et si pour tout
i ∈ {1 · · · , n}, Fi ∼ F
′
i . On rappelle que la suite (Fi/k)1≤i≤n est dite croissante si
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pour tout i ∈ {1, · · · , n− 1}, on a Fi ⊆ Fi+1. On établit immédiatement le résultat
suivant :
Proposition 5.2. Soient (Fi/k)1≤i≤n et (F ′i/k
′)1≤i≤n deux suites croissantes d’ex-
tensions q-finies respectivement de k et k′. Si (Fi/k)1≤i≤n ∼ (F
′
i /k
′)1≤i≤n, alors
k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn est une suite de décomposition de rang n si et seulement si il en
est de même de k′ ⊆ F ′1 ⊆ · · · ⊆ F
′
n.
Preuve. Cela résulte aussitôt de la proposition 3.6. ⊓⊔
Comme conséquence immédiate, le résultat suivant permet de ramener l’étude
portant sur les suites de décomposition à celle des suites de décomposition dont les
termes sont relativement parfaits.
Corollaire 5.2.1. k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn est une suite de décomposition si et seulement
si il en est de même de k ⊆ rp(F1/k) ⊆ · · · ⊆ rp(Fn/k) ;
Le résultat suivant est une généralisation naturelle de la proposition 4.9.
Proposition 5.3. Soit k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn une suite de décomposition. Pour
toute extension q-finie L/k, L ⊆ L(F1) ⊆ · · · ⊆ L(Fn) est aussi une suite de
décomposition.
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
Egalement, voici une extension non triviale de la proposition 4.5.
Proposition 5.4. Le produit de deux suites de décomposition est une suite de
décomposition, c’est-à-dire si k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn et k ⊆ F
′
1 ⊆ · · · ⊆ F
′
n sont deux
suites de décompositions, il en est de même de k ⊆ F1(F ′1) ⊆ · · · ⊆ Fn(F
′
n).
Preuve. En vertu de la proposition 4.9, on a aussitôt Fi+1(F
′
i )/Fi(F
′
i ) et Fi(F
′
i+1)
/Fi(F
′
i ) sont lq-modulaires ; et d’après la proposition 4.5, Fi+1(F
′
i+1)/Fi(F
′
i ) est
aussi lq-modulaire. ⊓⊔
Proposition 5.5. Soit K/k une extension q-finie. Pour toute suite de décomposi-
tion k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = K, pour tout entier i ∈ [1, n], on a rp(Fi/k) ⊆ Hi(K/k).
Preuve. Pour tout i ∈ N, on pose Hi(K/k) = Hi. On a F1/k est lq-modulaire, donc
rp(F1/k) ⊆ H1 par définition de la clôture lq-modulaire. De proche en proche si
rp(Fi/k) ⊆ Hi, comme Fi+1/Fi est lq-modulaire, en vertu du corollaire 3.6.1, il en
est de même de Fi+1/rp(Fi/k). D’après la proposition 4.9, Hi(Fi+1)/Hi est aussi
lq-modulaire. D’où rp(Fi+1/k) ⊆ rp(Hi(Fi+1)/k) ⊆ Hi+1. ⊓⊔
En vertu des propositions 5.5, 5.3, 5.4, et le corollaire 5.2.1, on a :
Corollaire 5.5.1. Soient K1 et K2 deux corps intermédiaires d’une extension q-
finie K/k. Les assertions suivantes sont vérifiées :
(i) Pour toute sous-extension L/k de K/k, pour tout i ∈ N, on a rp(Hi(L/k)/k)
⊆ Hi(K/k).
(ii) rp(Hi(K1/k)(Hi(K2/k))/k) ⊆ Hi(K1(K2)/k) et K1(Hi(K2/k)) ⊆ Hi(K1(K2)
/K1) pour tout i ∈ N.
Le théorème suivant permet de caractériser le rang minimal d’une suite de dé-
composition.
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Théorème 5.6. Soient K/k une extension q-finie d’exposant non borné et n0 le
plus petit entier tel que K = Hn0(K/k). Alors :
(i) Si K/k est relativement parfaite, k ⊆ H1(K/k) ⊆ · · · ⊆ Hn0(K/k) = K est
une suite de décomposition de rang minimal associée à K/k.
(ii) Si K/k n’est pas relativement parfaite, alors 2 ≤ n0 et k ⊆ H1(K/k) ⊆
· · · ⊆ Hn0−2(K/k) ⊆ Hn0(K/k) = K est une suite de décomposition de rang
minimal associée à K/k.
Preuve. Compte tenu de la proposition 5.5, les assertions proposées sont valides.
On en déduit immédiatement le résultat suivant :
Corollaire 5.6.1. Pour toute extension q-finie K/k, lqm(K/k) est non triviale
(K 6= lqm(K/k)). Plus précisément, si K/k est d’exposant non borné, il en est de
même de K/lqm(K/k). En outre, di(lqm(K/k)/k) < di(K/k).
Preuve. Si K/k est finie, on a lqm(K/k) = k, donc ce cas est trivial. Si K/k est
d’exposant non borné, d’après la proposition 3.6, on se ramène au cas où K/k est
relativement parfaite. Soit n0 le plus petit entier tel que Hn0(K/k) = K. D’après
le théorème 5.6 ci-dessus, k = H0(K/k) ⊆ H1(K/k) ⊆ · · · ⊆ Hn0(K/k) = K
est une suite de décomposition de rang minimal associée à K/k. Il en résulte
que lqm(K/k) ⊆ Hn0−1(K/k), puisque K/Hn0−1(K/k) est lq-modulaire. De plus,
K/lqm(K/k) est d’exposant non borné, car K/Hn0−1(K/k) l’est par construction.
Plus particulièrement, cela conduit à :
Corollaire 5.6.2. La plus petite sous-extension m/k d’une extension q-finie K/k
telle que K/m est modulaire n’est pas triviale (m 6= K). Plus précisément, si K/k
est d’exposant non borné, il en est de même de K/m.
Preuve. Puisque rp(lm(K/k)/k) = lqm(K/k) (cf. proposition 3.12) et K/K(Kp)
est modulaire, alors lm(K/k) est aussi non triviale. Si de plus K/k est d’exposant
non borné, il en est de même de K/lm(K/k). ⊓⊔
5.2. Degré de modularité d’une extension.
Définition 11. Soit K/k une extension q-finie. K/k est dite i-modulaire si elle
admet une suite de décomposition de rang i ; autrement dit, s’il existe une suite
d’extensions (Fj/k)0≤j≤i telle que k = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fi = K et Fj+1/Fj
est lq-modulaire pour tout entier j ∈ [0, i[. Le plus petit entier i tel que K/k est
i-modulaire s’appelle le degré de modularité de K/k, et se note dm(K/k).
Remarque 3. Le degré de modularité permet de mesurer le niveau de modularité
d’une extension.
Il est immédiat que :
• Toute extension lq-modulaire est 1-modulaire. En particulier, dm(K/k) = 1
si et seulement si K/k est lq-modulaire.
• K/k est i-modulaire pour tout entier i ≥ dm(K/k).
Le résultat qui suit caractérise les extensions i-modulaires. D’une manière pré-
cise, on a :
Théorème 5.7. Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borné. K/k est
i-modulaire si et seulement si Hi(K/k) coïncide approximativement avec K, c’est-
à-dire Hi(K/k) ∼ K. En outre, dm(K/k) = inf{i ∈ N tel que Hi(K/k) ∼ K}.
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Preuve. Cela résulte du théorème 5.6 et de la proposition 5.5. ⊓⊔
On vérifie aisément que :
— dm(K/k) = n si est seulement si Hn(K/k) = rp(K/k).
— Pour tout entier j, Hj(K/k)/k est j-modulaire.
— Pour tout entier j ∈ [1, dm(K/k)[, dm(K/Hj(K/k)) = dm(K/k) − j et
dm(Hj(K/k)/k) = j.
Le résultat qui suit généralise la proposition 3.6. En d’autres termes, comme
dans le cas de la lq-modularité, la i-modularité est préservée à une extension finie
près. Plus précisément, on a :
Proposition 5.8. Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borné. Alors :
(1) Si k′ ∼ k et k′ ⊂ K, K/k est i-modulaire si et seulement si il en est de
même de K/k′. En outre, dm(K/k) = dm(K/k′).
(2) Si K ∼ K ′ et k ⊂ K ′, K/k est i-modulaire si et seulement si K ′/k l’est
aussi. En outre, dm(K/k) = dm(K ′/k).
(3) Si k′ ∼ k et K ∼ K ′, avec k′ ⊂ K ′, alors K/k est i-modulaire si et seulement
si il en est de même de K ′/k′. En outre, dm(K/k) = dm(K ′/k′).
Preuve. (1) et (2) découlent immédiatement de la proposition 5.2 et du théorème
5.7, et l’assertion (3) résulte aussitôt de (1) et (2). ⊓⊔
Comme conséquence immédiate, le résultat suivant permet de ramener l’étude
de la i-modularité au cas des extensions relativement parfaites.
Corollaire 5.8.1. Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borné. Alors :
(i) K/k est i-modulaire si et seulement si il en est de même de rp(K/k)/k. En
outre, dm(K/k) = dm(rp(K/k)/k).
(ii) Pour toute extension finie L/k, on a K/k est i-modulaire si et seulement si
il en de même pour L(K)/L. En outre, dm(K/k) = dm(L(K)/L).
Preuve. Il suffit en effet de remarquer que rp(K/k) ∼ K, L ∼ k et L(K) ∼ K.
Le résultat ci-dessous montre que le niveau de modularité d’une extension ne
dépasse jamais l’entier di(rp(K/k)/k).
Théorème 5.9. Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borné, alors dm(K/k)
≤ di(rp(K/k)/k).
Preuve. En vertu du corollaire 5.8.1 ci-dessus, on se ramène au cas où K/k est
relativement parfaite. Soit n = dm(K/k), donc H0(K/k) = k ⊆ · · · ⊆ Hn(K/k) =
K est une suite de décomposition de rang minimal associée à K/k, avec Hj(K/k)/k
est relativement parfaite pour tout entier j ∈ [1, n]. D’où d’après la proposition 2.12,
n ≤
n−1∑
j=0
di(Hj+1(K/k)/Hj(K/k)) = di(K/k), (car pour tout j ∈ {0, · · · , n − 1},
Hj+1(K/k) 6= Hj(K/k), et donc 1 ≤ di(Hj+1(K/k)/Hj(K/k))). Il en résulte que
n = dm(K/k) ≤ di(rp(K/k)/k). ⊓⊔
Proposition 5.10. Soient k ⊂ L ⊂ K des extensions q-finies. Si L/k est i-
modulaire et K/L est j-modulaire, alors K/k est (i + j)-modulaire. En outre,
dm(K/k) ≤ dm(L/k) + dm(K/L).
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Preuve. En effet, si k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fi = L et L ⊆ F ′1 ⊆ · · · ⊆ F
′
j = K sont deux
suites de décompositions, il en est de même de k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fi = L ⊆ F ′1 ⊆
· · · ⊆ F ′j = K. ⊓⊔
La i-modularité est stable par le produit. Autrement dit, on a :
Proposition 5.11. Soient K1 et K2 deux corps intermédiaires d’une extension
q-finie K/k. Si K1/k et K2/k sont i-modulaires, il en est de même de K1(K2)/k.
En particulier, dm(K1(K2)/k) ≤ sup(dm(K1/k), dm(K2/k)).
Preuve. Immédiat, car le produit de deux suites de décomposition est une suite de
décomposition. ⊓⊔
La i-modularité est stable par changement du corps de base dans le sens ascen-
dant. Plus généralement, on a :
Proposition 5.12. Soit K/k une extension i-modulaire. Pour toute extension L/k,
on a L(K)/L est i-modulaire. En outre, dm(L(K)/L) ≤ dm(K/k).
Preuve. Cela résulte immédiatement de la proposition 5.3. ⊓⊔
Comme cas particulier, on a :
Corollaire 5.12.1. Soient k ⊆ L ⊆ K des extensions q-finies. Si K/k est i-
modulaire, il en est de même de K/L. En outre, dm(K/L) ≤ dm(K/k).
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
Dans ce qui suit nous allons décrire les extensions q-finies K/k dont le degré de
modularité atteint la taille de K/k.
5.3. Extensions e-fermées.
Définition 12. Toute extension q-finieK/k vérifiant dm(K/k) = di(K/k) s’appelle
extension e-fermée d’ordre di(K/k).
Il est évident que :
• K/K est e-fermée d’ordre 0.
• K/k est e-fermée d’ordre 1 si et seulement si K/k est q-simple.
Exemple 6. Reprenons les notations de l’exemple 2. Soient k0 un corps parfait de
caractéristique p > 0 et (X,Z1, Z2) une famille algébriquement indépendante sur
k0. Posons k = k0(X,Z1, Z2) et Kn = k(X
p−2n , θn), avec θ1 = Z
p−1
1 X
p−2 + Zp
−1
2 ,
et pour tout entier n ≥ 2,
θn = Z
p−1
1 X
p−2n+(θn−1)
p−1 = Zp
−1
1 X
p−2n+Zp
−2
1 X
p−2n+1+· · ·+Zp
−n
1 X
p−n−1+Zp
−n
2 .
Soit K =
⋃
n
Kn.
Proposition 5.13. L’extension K/k ci-dessus est e-fermée d’ordre 2.
Preuve. Immédiat, car lqm(K/k) = k(Xp
−∞
) = H1(K/k). ⊓⊔
Proposition 5.14. Toute extension e-fermée d’exposant non borné est relativement
parfaite.
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Preuve. On aK/k est e-fermée, donc di(K/k) = dm(K/k). Mais, comme di(K/k) =
di(rp(K/k)/k) + di(K/k(Kp)) et dm(K/k) = dm(rp(K/k)/k) ≤ di(rp(K/k)/k), il
en résulte que di(K/k(Kp)) = 0, ou encore K/k est relativement parfaite. ⊓⊔
La propriété "être e-fermée" est non seulement préservée à une extension finie
près, mais elle est aussi semi-transitive. En d’autres termes, on a :
Proposition 5.15. Pour toute extension q-finie K/k, les assertions suivantes sont
vraies :
(i) Si k ∼ k1 et k1 ⊂ K, K/k est e-fermée d’ordre n si et seulement si il en est
de même de K/k1.
(ii) Pour toute sous-extension relativement parfaite L/k de K/k, si K/k est
e-fermée, il en est de même de K/L et L/k.
Preuve. L’assertion (i) est trivialement évidente (cf. proposition 5.8). Posons ensuite
n = dm(K/k). En vertu de la proposition 5.10, et comme dm(L/k) ≤ di(L/k) et
dm(K/L) ≤ di(K/L), on aura n ≤ dm(K/L) + dm(L/k) ≤ di(K/L) + di(L/k) =
di(K/k) = n, et par suite dm(K/L) = di(K/L) et dm(L/k) = di(L/k). ⊓⊔
On en déduit aussitôt le résultat suivant :
Corollaire 5.15.1. Soit K/k une extension q-finie. Si K/k est e-fermée d’ordre
n, pour tout entier j ∈ [1, n], Hj(K/k)/k et K/Hj(K/k) sont e-fermées d’ordre
respectivement j et n− j.
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
D’après le corollaire précédent, siK/k est e-fermée, il en est de même deHj(K/k)
/Hi(K/k) pour tout entiers naturels i ≤ j ; et comme conséquence on a :
Théorème 5.16. Toute extension e-fermée K/k d’ordre n se décompose complè-
tement en n extensions q-simples. D’une manière précise, on a H0(K/k) = k ⊆
H1(K/k) ⊆ · · · ⊆ Hn−1(K/k) ⊆ K = Hn(K/k), avec Hi+1(K/k)/Hi(K/k) est
q-simple pour tout i ∈ {0, · · · , n− 1}.
Preuve. Immédiat, il suffit de remarquer que Hj+1(K/k)/Hj(K/k) est e-fermée
d’ordre 1 pour tout entier j ∈ [0, n[, ou encore Hj+1(K/k)/Hj(K/k) est q-simple.
Voici une autre caractérisation des extensions e-fermées. Elle permet d’identifier
la plus petite sous-extension m telle que K/m est lq-modulaire
Proposition 5.17. Soit K/k une extension e-fermée d’ordre n, alors Hn−1(K/k)
est la plus petite sous-extension de K/k telle que K/Hn−1(K/k) est lq-modulaire.
Preuve. Soit m = lqm(K/k), donc m ⊆ Hn−1(K/k), car K/Hn−1(K/k) est lq-
modulaire. D’autre part, on a K/m est lq-modulaire et m/k est relativement par-
faite, donc K/m est e-fermée d’ordre 1 en vertu de la proposition 5.15. D’où,
par la proposition 2.12, di(K/Hn−1(K/k)) = di(K/m) = di(K/Hn−1(K/k)) +
di(m/Hn−1(K/k)), ou encore di(m/Hn−1(K/k)) = 0, i.e. m = Hn−1(K/k). ⊓⊔
Nous obtenons immédiatement le résultat suivant :
Corollaire 5.17.1. Soit K/k une extension e-fermée d’ordre n. Pour tous entiers
naturels i < j ≤ n, on a Hj−1(K/k) = lqm(Hj(K/k)/Hi(K/k)).
Preuve. Immédiat. ⊓⊔
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Proposition 5.18. Soient K/k une extension q-finie et relativement parfaite, et
m/k la plus petite sous-extension de K/k telle que K/m est lq-modulaire. Si K/m
est q-simple, alors m/k est absorbante, c’est-à-dire pour toute sous-extension propre
L/k de K/k, on a rp(L/k) ⊆ m.
Preuve. Posons di(K/k) = n. Comme K/m est q-simple et m/k est relativement
parfaite, on a n = di(K/k) = di(K/m) + di(m/k) = 1 + di(m/k). Ou encore
di(m/k) = n− 1. Considérons maintenant une sous-extension propre L/k de K/k,
et soit N = lqm(K/L) et M = rp(N/k), donc m ⊆ M . En particulier, di(m/k) =
n−1 ≤ di(M/k) ≤ di(K/k) = n (cf. théorème 2.4). Si di(M/k) = di(K/k), compte
tenu de la propriété "être relativement parfaite" respectivement de K/k et M/k,
on obtient K = M , contradiction. D’où di(m/k) = di(M/k). Egalement, comme
m/k et M/k sont relativement parfaites, on aura m = M . Plus particulièrement,
rp(L/k) ⊆ m. ⊓⊔
Une application type de la proposition précédente est le résultat suivant :
Théorème 5.19. Soit K/k une extension e-fermée d’ordre n. Alors (Hi(K/k)/k),
(1 ≤ i ≤ n), sont les seules sous-extensions relativement parfaites de K/k.
Preuve. Soient L/k une sous-extension relativement parfaite de K/k et j le plus
petit entier tel que L ⊆ Hj(K/k). Si L 6= Hj(K/k), comme Hj(K/k)/k est e-fermée
d’ordre j ; d’après la proposition 5.18 ci-dessus, rp(L/k) = L ⊆ Hj−1(K/k), c’est
une contradiction. ⊓⊔
Corollaire 5.19.1. Soit K/k une extension e-fermée d’ordre n. Pour tout L ∈
[k,K], il existe un entier i ∈ [1, n] tel que L ∼ Hi(K/k).
Le résultat ci-dessus peut se traduire par les Hi(K/k) sont les seuls corps inter-
médiaires à une une extension finie près d’une extension e-fermée K/k.
5.4. Existence d’une extension e-fermée d’ordre n. Comme généralisation de
l’exemple 6, nous allons construire une extension e-fermée d’ordre n > 2. Il est à
signaler que cet exemple reprend ([1], Exemple 4) en le corrigeant.
Exemple 7. Soient k0 un corps parfait de caractéristique p > 0 et k = k0(X,α1, · · · ,
αn, β1 · · · , βn) le corps des fractions rationnelles aux indéterminées (X,α1, · · · , αn,
β1 · · · , βn). On pose :
T0(X) = (T
0
1 , · · · , T
0
n , · · · ) où T
0
n = X
p−n .
T1(X) = (T
1
1 , · · · , T
1
n , · · · ) où T
1
1 = α1
p−1T 02 +β1
p−1 et T 1n = α1
p−1T 02n+(T
1
n−1)
p−1
.
Par récurrence, on note Tj(X) = (T
j
1 , · · · , T
j
n, · · · ) où T
j
1 = αj
p−1T j−12 + βj
p−1 et
T jn = αj
p−1T j−12n + (T
j
n−1)
p−1
.
Pour tout entier j ∈ [1, n], on note aussi Ki = k(T0(X), · · · , Ti(X)) , et K0 = k
par convention. Par construction, on a :
T jn = αj
p−1T j−12n + (T
j
n−1)
p−1
,
= αj
p−1T j−12n + · · ·+ αj
p−i(T j−12(n−(i−1)))
p−i+1
+ (T jn−i)
p−i
,
= αj
p−1T j−12n + · · ·+ αj
p−n(T j−12 )
p−n+1
+ βj
p−n ;
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donc pour tout entiers naturels i < j, on obtient (T jn)
pi
= θn,j + T
j
n−i, avec θn,j ∈
Kj−1. Il en résulte que Kj−1((T
j
n)
pi
) = Kj−1(T
j
n−i) pour tout entier j ∈ [1, n[. En
particulier, Kj/Kj−1 est q-simple.
Théorème 5.20. Sous les hypothèses ci-dessus, Kr−1/k est la plus petite sous-
extension de Kr/k telle que Kr/Kr−1 est modulaire pour tout entier r ∈ [1, n].
La démonstration de ce théorème utilise les résultats auxiliaires suivants. D’abord,
pour tout entier j ∈ [1, n], on pose Lj = k0(X
p−∞ , (αi
p−∞ , βp
−∞
i )i∈{1,··· ,j}).
Lemme 5.1. Pour tout entier i ∈ [1, n], pour tout s ∈ N∗, on a T is ∈ Li. En outre,
Ki ⊆ Li.
Preuve. On va utiliser une démonstration par récurrence. Par construction, pour
tout entier s ∈ [1, n], T 1s = α1
p−1T 02s + · · · + α1
p−s(T 02 )
p−s+1
+ β1
p−s , d’où T 1s ∈
k0(T
0
2s, . . . , (T
0
2 )
p−s+1
, α1
p−s , β1
p−s) ⊆ k0(Xp
−∞
, α1
p−∞ , β1
p−∞) = L1, et par suite
le lemme est vérifié pour le premier rang. Supposons que la propriété de récur-
rence s’applique jusqu’à l’ordre i > 1. Egalement, pour tout s ∈ N∗, on a T i+1s =
αi+1
p−1T i2s+· · ·+αi+1
p−s(T i2)
p−s+1
+βi+1
p−s , et donc T i+1s ∈ k0(T
i
2s, . . . , (T
i
2)
p−s+1
,
αi+1
p−s , βi+1
p−s). Or, d’après l’hypothèse de récurrence, pour tous r ∈ N∗, T ir ∈ Li.
Comme k0 est parfait, i.e. k0
p = k0, alors Li est aussi parfait par construction, et
donc pour tout entier naturel non nul n, on aura (T ir)
p−n
∈ Li
p−n = Li. Par consé-
quent, T i+1s ∈ Li(αi+1
p−s , βi+1
p−s) ⊆ Li+1. ⊓⊔
Lemme 5.2. Pour tout s ∈ {1, · · · , n}, on a αsp
−1
6∈ Kn.
Pour simplifier l’écriture, pour tout entier j ∈ [1, n], on pose Nj = k(Lj) =
k(Xp
−∞
, (αi
p−∞ , βp
−∞
i )i∈{1,··· ,j}). D’après le lemme ci-dessus, pour tout entier
j ∈ [1, n], on a aussitôt Kj ⊆ Nj . Notamment, pour tout entier j ∈ [1, n], αjp
−1
∈
Nj−1(βj
p−1 , T j1 ) (à savoir T
j
1 = αj
p−1T j−12 + βj
p−1). D’autre part, comme k =
k0(X,α1, · · · , αn, β1 · · · , βn) est un corps des fractions rationnelles aux indétermi-
nées (X,α1, · · · , αn, β1 · · · , βn), alors pour tous entiers 1 ≤ s ≤ j ≤ n, di(Ns(αs+1p
−1
,
· · · , αjp
−1
, βs+1
p−1 , . . . , βj
p−1)/Ns) = 2(j − s). En outre di(Nj/Ns) = 2(j − s).
Preuve. Soit maintenant m le plus petit entier tel que αs
p−1 ∈ Km. Il clair que
m > 1, et on distingue deux cas :
1-ier cas : si m ≤ s, donc αsp
−1
∈ Km ⊆ Ks ⊆ Ns−1(Ks). Or, on a, T s1 =
αs
p−1T s−12 + βs
p−1 , on en déduit que βs
p−1 ∈ Ns−1(Ks). Cela conduit en vertu du
théorème 2.4 à 2 = di(Ns−1(αs
p−1 , βs
p−1)/Ns−1) ≤ di(Ns−1(Ts(X))/Ns−1) = 1,
c’est une contradiction.
2-ième cas : m ≥ s+ 1. On a αsp
−1
6∈ Km−1 et αsp
−1
∈ Km, comme Km/Km−1
est q-simple et Tm1 6∈ Km−1, (sinon on aura (α
m
1 )
p−1 ∈ Nm−1((β
m
1 )
p−1
), absurde),
alors Km−1(T
m
1 ) = Km−1(αs
p−1). Toutefois, on a s ≤ m − 1, donc αsp
−1
∈ Ns ⊆
Nm−1, et par suite Km−1(αs
p−1) ⊆ Nm−1, (car Km−1 ⊆ Nm−1). En particulier,
Tm1 ∈ Nm−1 et donc (α
m
1 )
p−1 ∈ Nm−1((βm1 )
p−1
), (car Tm1 = αm
p−1Tm−12 +βm
p−1),
c’est une contradiction. ⊓⊔
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Preuve du théorème 5.20 Soit m = lm(Kr/k). Si Kr−1 6⊆ m, soient s le plus
petit entier tel que k(Ts(X)) 6⊂ m (s < r) et j le premier entier tel que T sj 6∈ m.
Comme, T s+11 = αs+1
p−1T s2 + βs+1
p−1 , et pour tout entier j ≥ 2,
T s+1j = αs+1
p−1T s2j + (T
s+1
j−1 )
p−1
,
= αs+1
p−1T s2j + αs+1
p−2(T s2(j−1))
p−1
+ · · ·+ αs+1
p−j (T s2 )
p−j+1
+ βs+1
p−j ,
alors (T s+11 )
p
= αs+1(T
s
2 )
p
+βs+1, et pour tout entier j ≥ 2, (T
s+1
j )
pj
= αs+1
pj−1 (T s2j)
pj
+αs+1
pj−2(T s2(j−1))
pj−1
+· · ·+αs+1(T s2 )
p
+βs+1. PuisqueKs−1((T
s
2j)
pj
) = Ks−1(T
s
j )
6⊆ m et Ks−1 ⊆ m, on en déduit que (T s2j)
pj 6∈ m. D’autre part, il est trivialement
évident que αs+1
pj−2(T s2(j−1))
pj−1
+ · · · + αs+1(T s2 )
p
+ βs+1 ∈ Ks−1(T sj−1) ⊆ m.
D’après le lemme 3.1, on a αs+1
pj−1 ∈ m ∩Kr
pj . D’où αp
−1
s+1 ∈ Kr ⊆ Kn, contra-
diction. ⊓⊔
D’après le corollaire 3.12.1, on vérifie aussitôt que Ks−1 = rp(lm(Ks/k)/k) =
rp(Ks−1/k) = lqm(K/k) pour tout entier s ∈ [1, n]. Plus particulièrement, on a :
Théorème 5.21. Avec les notations ci-dessus, pour tout entier s ∈ [1, n], Ks/k
est une extension e-fermée d’ordre s.
Preuve. Raisonnons par récurrence sur s. Le cas s = 1 étant trivial, supposons que
2 ≤ s, et soit k ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fj = Ks une suite de décomposition dont les termes
sont relativement parfaits. Compte tenu de la proposition 5.18 et du théorème 5.20,
on a Fj−1 = Ks−1. D’après la propriété de récurrence appliquée à Ks−1/k, on
obtient j − 1 = s− 1, ou encore j = s. ⊓⊔
Dans la section qui suit nous examinons plus particulièrement une suite de dé-
composition dite suite l-i-modulaire. Il s’agit d’une décomposition en extensions
lq-modulaires définie par chaînage inverse.
6. Extensions l-i-modulaires
Proposition 6.1. Toute extension q-finie K/k se décompose sous forme K =
m0(K/k) ⊇ m1(K/k) ⊇ · · · ⊇ mi−1(K/k) ⊇ mi(K/k) = k où mj+1(K/k) =
lqm(mj(K/k)/k) pour tout entier j ∈ [0, i[.
Preuve. Résulte immédiatement des propositions 2.13, 3.12 et du corollaire 5.6.1.
⊓⊔
Il est évidement clair que k = mi(K/k) ⊂ mi−1(K/k) ⊆ · · · ⊆ m0(K/k) = K est
une suite de décomposition associée à K/k. En outre, cela nous permet d’adopter
la définition suivante :
Définition 13. Toute extension q-finie K/k qui se décompose sous forme de K =
m0(K/k) ⊇ m1(K/k) ⊇ · · · ⊇ mi−1(K/k) ⊇ mi(K/k) = k où mj+1(K/k) =
lqm(mj(K/k)/k) pour tout entier j ∈ [0, i[ sera appelée extension l-i-modulaire.
En particulier, le plus petit entier i pour lequel K/k est l-i-modulaire s’appelle le
degré de modularité inférieur de K/k, et se note dmi(K/k).
Remarque 4. L’invariant dmi(K/k) permet de mesurer le niveau de modularité
inférieur de K/k.
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On montre sans peine que :
— dmi(K/k) = inf{i ∈ N tel que mi(K/k) = k}.
— La l-i modularité entraîne la i-modularité. En particulier, dm(K/k) ≤ dmi(K
/k).
— Toute extension lq-modulaire est l-i-modulaire pour tout entier 1 ≤ i.
— K/k est l-j-modulaire pour tout entier j ≥ dmi(K/k).
— Si K/k est e-fermée d’ordre n, on a Hn−i(K/k) = mi(K/k) pour tout entier
i ∈ [0, n]. La réciproque est généralement fausse comme l’indique l’exemple ci-
dessous. En outre, K/k est e-fermée d’ordre n si et seulement si dmi(K/k) =
di(K/k) = n.
Exemple 8. Soient k0 un corps parfait de caractéristique p > 0 et (X,Y, Z1, Z2,
α1, α2) une famille algébriquement indépendante sur k0. Posons k = k0(X,Y, Z1, Z2,
α1, α2) et Kn = k(X
p−2n , θn) où θ1 = Z
p−1
1 X
p−2 +Zp
−1
2 , et pour tout entier n ≥ 2,
θn = Z
p−1
1 X
p−2n + (θn−1)
p−1
= Zp
−1
1 X
p−2n + Zp
−2
1 X
p−2n+1 + · · ·+ Zp
−n
1 X
p−n−1 +
Zp
−n
2 . De même, on note Ln = k(Y
p−2n ,Φn) où Φ1 = α1
p−1Y p
−2
+ α2
p−1 , et pour
tout entier n ≥ 2, Φn = α1p
−1
Xp
−2n
+ (φn−1)
p−1
= α1
p−1Y p
−2n
+ α1
p−2Y p
−2n+1
+
· · ·+ α1p
−n
Y p
−n−1
+ α2
p−n .
Comme Kn ⊆ Kn+1 et Ln ⊆ Ln+1 pour tout n ∈ N∗, alors K =
⋃
n
Kn et
L =
⋃
n
Ln sont des corps commutatifs. Posons ensuite S = K(L), H1 = H(S/k),
H2 = H(S/K) et H3 = H(S/L).
On vérifie immédiatement que :
— k(Xp
−∞
, Y p
−∞
) ⊆ H1 ⊆ H2 ∩H3, puisque k(Xp
−∞
, Y p
−∞
)/k, K(H1)/K et
L(H1)/L sont lq-modulaires et relativement parfaites en vertu de la proposi-
tion 4.9.
— K(Y p
−∞
) ⊆ H2 et L(Xp
−∞
) ⊆ H3, du fait que K(Y p
−∞
)/K et L(Xp
−∞
)/L
sont lq-modulaires et relativement parfaites.
— lqm(S/k) = k(Xp
−∞
, Y p
−∞
), on utilise les mêmes techniques de raisonne-
ment que ceux de l’exemple 2. En particulier, k ⊆ k(Xp
−∞
, Y p
−∞
) ⊆ S est
une suite l-i-modulaire.
— K(Y p
−∞
) ∩ L(Xp
−∞
) = k(Xp
−∞
, Y p
−∞
), car
S ∼ L⊗k K ∼ L(X
p−∞)⊗k(Xp−∞ ,Y p−∞) K(Y
p−∞).
Proposition 6.2. Sous les notations de l’exemple ci-dessus, k ⊆ k(Xp
−∞
, Y p
−∞
) ⊆
S est une suite l-i-modulaire, avec H1 = k(X
p−∞ , Y p
−∞
) = lqm(S/k). En particu-
lier, S/k n’est pas e-fermée.
Preuve. Puisque k ⊆ k(Xp
−∞
, Y p
−∞
) ⊆ S est une suite l-i-modulaire, il suffit
donc de montrer que H1 = k(X
p−∞ , Y p
−∞
). Pour cela on va prouver d’abord que
H2 = K(Y
p−∞). Comme S/K(Y p
−∞
) est q-simple etH2/K(Y
p−∞) est relativement
parfaite, on a H2 = K(Y
p−∞) ou H2 = S. Or, S/K n’est pas lq-modulaire, puisque
lqm(S/K) = K(Y p
−∞
) (cf. corollaire 3.12.1), il en résulte que H2 = K(Y
p−∞). De
la même façon, on montre que H3 = L(X
p−∞). Par suite, k(Xp
−∞
, Y p
−∞
) ⊆ H1 ⊆
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H2∩H3 = K(Y p
−∞
)∩L(Xp
−∞
) = k(Xp
−∞
, Y p
−∞
). D’où H1 = k(X
p−∞ , Y p
−∞
) =
lqm(S/k). ⊓⊔
Voici une généralisation naturelle du corollaire 3.12.1.
Proposition 6.3. Soient K et K ′ deux corps intermédiaires d’une extension q-finie
K/k. Alors :
(i) Si K ∼ K ′, pour tout entier naturel j, on a mj(K/k) = mj(K ′/k).
(ii) Pour toute sous-extension finie k′/k de K/k, pour tout entier naturel j, on
a k′(mj(K/k)) = mj(K/k
′).
Preuve. D’après le corollaire 3.12.1, il suffit de remarquer que si K = m0 ⊇ m1 ⊇
· · · ⊇ mi−1 ⊇ mi = k est une suite l-i-modulaire associée à K/k, alorsK = k′(K) =
k′(m0) ⊇ k′(m1) ⊇ · · · ⊇ k′(mi−1) ⊇ k′(mi) = k′ et K ′ ⊇ m1 ⊇ · · · ⊇ mi−1 ⊇
mi = k sont aussi deux suites l-i-modulaires associées respectivement à K/k
′ et
K ′/k. ⊓⊔
Comme conséquence, la l-i-modularité est respectée à une extension finie près.
Plus précisément, on a :
Proposition 6.4. Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borné. Alors :
(1) Si k′ ∼ k et k′ ⊂ K, alors K/k est l-i-modulaire si et seulement si il en est
de même de K/k′. En outre, dmi(K/k) = dmi(K/k′).
(2) Si K ∼ K ′ et k ⊂ K ′, alors K/k est l-i-modulaire si et seulement si K ′/k
l’est aussi. Notamment, dmi(K/k) = dmi(K ′/k).
(3) Si k′ ∼ k et K ∼ K ′ avec k′ ⊂ K ′, alors K/k est l-i-modulaire si et seule-
ment si il en est de même de K ′/k′. En outre, dmi(K/k) = dmi(K ′/k′).
Preuve. (1) et (2) résultent de la proposition ci-dessus, et l’assertion (3) découle
aussitôt de (1) et (2). ⊓⊔
Comme conséquence, le résultat qui suit permet de ramener l’étude de la l-i-
modularité au cas des extensions relativement parfaites.
Corollaire 6.4.1. Soit K/k une extension q-finie d’exposant non borné. Alors :
(i) K/k est l-i-modulaire si et seulement si il en est de même de rp(K/k)/k. En
outre, dmi(K/k) = dmi(rp(K/k)/k).
(ii) Pour toute extension finie L/k, on a K/k est l-i-modulaire si et seulement
si il en de même pour L(K)/L. En outre, dmi(K/k) = dmi(L(K)/L).
Preuve. Immédiat, puisque rp(K/k) ∼ K, L ∼ k et L(K) ∼ K. ⊓⊔
Comme dans le cas de la i-modularité, le résultat suivant montre que le ni-
veau de modularité inférieur d’une extension K/k est aussi majoré par l’entier
di(rp(K/k)/k).
Théorème 6.5. Pour toute extension q-finie K/k d’exposant non borné, on a
dmi(K/k) ≤ di(rp(K/k)/k).
Preuve. Il suffit de remarquer que dmi(K/k) ≤ dm(K/k) ≤ di(rp(K/k)/k). ⊓⊔
Soient L et K deux corps intermédiaires d’une extension q-finie Ω/k. On a déjà
vu (cf. proposition 4.9 et proposition 4.5) que :
• Si K/k et L/k sont l-1-modulaires, il en est de même de K(L)/k.
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• L(K)/L est l-1-modulaire si K/k l’est.
Plus généralement, on estime que la conjecture suivante est vraie.
Conjecture 1. Sous les notations ci-dessus, on a :
(1) Le produit de deux extensions l-i-modulaires est l-i-modulaire. Autrement
dit, si K/k et L/k sont l-i-modulaires, il en est de même de K(L)/k.
(2) La l-i-modularité est respectée si on change le corps de base dans le sens
ascendant. Par ailleurs, L(K)/L est l-i-modulaire si K/k l’est.
Si la conjecture ci-dessus est vraie, on en déduit immédiatement que :
(1) dmi(K(L)/k) ≤ sup(dmi(K/k), dmi(L/k)).
(2) dmi(K(L)/L) ≤ dmi(K/k).
(3) Pour toute sous-extension F/k de K/k, si K/k est l-i-modulaire, il en est
de même de K/F .
6.1. La l-i-modularité et la stabilité. Soit K/k une extension q-finie. L’inter-
section portant sur k ne respecte pas la l-i-modularité comme le montre l’exemple
suivant :
Exemple 9. On reprend ([1], Exemple 8). Soient k0 un corps parfait de caracté-
ristique p > 0 et k = k0(X,α1, α2, β1, β2) le corps des fractions rationnelles aux
indéterminées (X,α1, α2, β1, β2). Posons :
T0(X) = (T
0
1 , · · · , T
0
n , · · · ) où T
0
n = X
p−n .
T1(X) = (T
1
1 , · · · , T
1
n , · · · ) où T
1
1 = α1
p−1T 02 +β1
p−1 et T 1n = α1
p−1T 02n+(T
1
n−1)
p−1
.
T2(X) = (T
2
1 , · · · , T
2
n , · · · ) où T
2
1 = α2
p−1T 12 +β2
p−1 et T 2n = α2
p−1T 12n+(T
2
n−1)
p−1
.
Soient K = k(T0(X), T1(X), T2(X)) et K1 = K(α1
p−∞). Puisque,
T 1n = α1
p−1T 02n + (T
1
n−1)
p−1
,
= α1
p−1T 02n + α1
p−2(T 02(n−1))
p−1
+ · · ·+ α1
p−n(T 02 )
p−n+1
+ β1
p−n ,
et α1
p−n ∈ K1, alors β1
p−n ∈ K1 ; et par suite
K1 = k(X
p−∞ , α1
p−∞ , β1
p−∞)(T2(X)).
Théorème 6.6. Sous les hypothèses ci-dessus, les extensions K1/k(α1p
−∞
, β1
p−∞)
et K1/k(T0(X)) sont l-2-modulaires, mais K1/k(α1
p−∞ , β1
p−∞)∩k(T0(X)) ne l’est
pas.
La démonstration utilise plusieurs résultats préliminaires.
Lemme 6.1. Sous les hypothèses citées en haut, on a :
(i) k((T 1i )
pi
) = k((T 2i )
p3i
) = k((T 0i )).
(ii) α2
p−1 6∈ K1 et β2
p−1 6∈ K1.
Preuve. Par construction, on a :
T 1i = α1
p−1T 02i + (T
1
i−1)
p−1 ,
= α1
p−1T 02i + α1
p−2(T 02(i−1))
p−1
+ · · ·+ α1
p−i(T 02 )
p−i+1
+ β1
p−i ;
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on en déduit que (T 1i )
pi
= α1
pi−1(T 02i)
pi
+α1
pi−2(T 02(i−1))
pi−1
+· · ·+α1(T 02 )
p
+β1, et
par suite k((T 02i)
pi
, (T 02(i−1))
pi−1
, · · · , (T 02 )
p
) = k((T 1i )
pi
, (T 02(i−1))
pi−1
, · · · , (T 02 )
p
).
Comme k((T 02(i−1))
pi−1
, · · · , (T 02 )
p
) = k(T 0i−1) = k(X
p−i+1)  k(Xp
−i
) = k(T 0i ),
alors k((T 1i )
pi
) = k(T 0i ). Egalement, (T
2
i )
p2i
= α1
p2i−1(T 12i)
p2i
+α1
p2i−2 (T 12(i−1))
p2i−1
+ · · ·+αp
i
1 (T
1
2 )
pi+1
+β1
pi . Comme k((T 12(i−j))
p2i−j
) ⊆ k((T 12(i−j))
p2(i−j)
) = k(T 02(i−j))
pour tout entier j ∈ [1, i − 1], on aura k((T 2i )
p2i
) = k((T 12i)
p2i
) = k(T 02i) ; et par
suite, k((T 2i )
p3i
) = k((T 02i)
pi
) = k(T 0i ). Si α2
p−1 ∈ K1 ou β2
p−1 ∈ K1, puisque
T 21 = α2
p−1T 12 + β2
p−1 , on aura k(Xp
−1
, α1
p−1 , β1
p−1 , α2
p−1 , β2
p−1) ⊆ K1, et par
suite 5 = di(k(Xp
−1
, α1
p−1 , β1
p−1 , α2
p−1 , β2
p−1)/k) ≤ di(K1/k) = 4, contradiction.
⊓⊔
Proposition 6.7. Sous les mêmes hypothèses de l’exemple ci-dessus, on a k(T0(X),
T1(X)) est la plus petite sous-extension de K1/k telle que K1/k(T0(X), T1(X)) est
modulaire (i.e. lm(K1/k) = k(T0(X), T1(X))).
Preuve. Il est clair que K1/k(T0(X), T1(X)) est modulaire. Soit m = lm(K1/k),
donc m ⊆ k(T0(X), T1(X)). Si k(T0(X)) 6⊆ m, soit j le plus petit entier tel que
T 0j 6∈ m. Par construction, (T
2
1 )
p3
= α2
p2(T 12 )
p3
+β2
p2 et (T 2j )
p3j
= α2
p3j−1 (T 12j)
p3j
+
(T 2j−1)
p3j−1
si j 6= 1, de plus en vertu du lemme 6.1, k((T 12j)
p3j
) = k(T 0j ) 6⊆ m
et k((T 2j−1)
p3j−1
) ⊆ k((T 2j−1)
p3(j−1)
) = k(T 0j−1) ⊆ m. Comme K1/m est modu-
laire ; d’après le lemme 3.1, dans les deux cas α2
p−1 ∈ K1, contradiction. D’où
k(T0(X)) ⊆ m. De même, si k(T1(X)) 6⊆ m, soit j le plus petit entier tel que
T 1j 6∈ m. Egalement, (T
2
1 )
p
= α2(T
1
2 )
p
+ β2 et (T
2
j )
pj
= α2
pj−1(T 12j)
pj
+ (T 2j−1)
pj−1
si j 6= 1, avec k(T0(X))((T 12j)
pj
) = k(T0(X))((T
1
j )) 6⊆ m et k(T0(X))((T
2
j−1)
pj−1
) ⊆
k(T0(X))((T
1
j−1)) ⊆ m. D’après le lemme 3.1, dans les deux cas α2
p−1 ∈ K1, contra-
diction. Il en résulte que m = k(T0(X), T1(X)). ⊓⊔
Proposition 6.8. Sous les notations de l’exemple ci-dessus, on a k(T0(X), α1p
−∞
,
β1
p−∞)/k(α1
p−∞ , β1
p−∞) (respectivement, k(T0(X), T1(X))/k(T0(X)) est la plus
petite sous-extension de K1/k(α1
p−∞ , β1
p−∞) (respectivement, de K1/k(T0(X)))
telle que K1/k(T0(X), α1
p−∞ , β1
p−∞) (respectivement, K1/k(T0(X), T1(X))) est mo-
dulaire.
Preuve. Cela résulte immédiatement du corollaire 3.12.1 et du fait queK1/k(T0(X),
α1
p−∞ , β1
p−∞) et K1/k(T0(X), T1(X)) sont modulaires. ⊓⊔
D’après la proposition 3.12, on a aussitôt :
• lqm(K1/k(α1p
−∞
, β1
p−∞)) = rp(lm(K1/k(α1
p−∞ , β1
p−∞))/k(α1
p−∞ , β1
p−∞))
= rp(k(T0(X), α1
p−∞ , β1
p−∞) /k(α1
p−∞ , β1
p−∞)) = k(T0(X), α1
p−∞ , β1
p−∞)
et lqm(K1/k(T0(X))) = rp(lm(K1/k(T0(X)))/k(T0(X))) = k(T0(X), T1(X)).
• k(T0(X)) = lqm(k(T1(X), T0(X))/k), démonstration identique à celle du
théorème 5.20.
36 EL HASSANE FLIOUET
Preuve du théorème 6.6. Par construction, on a k(α1p
−∞
, β1
p−∞) ⊆ k(T0(X),
α1
p−∞ , β1
p−∞) ⊆ K1 et k(T0(X)) ⊆ k(T0(X))(T1(X)) ⊆ K1 sont deux suites de dé-
composition associées respectivement àK1/k(α1
p−∞ , β1
p−∞) etK1/k( T0(X)), avec
k(T0(X), α1
p−∞ , β1
p−∞) = lqm(K1/k(α1
p−∞ , β1
p−∞)) et k(T0(X), T1(X)) = lqm
(K1/k( T0(X))) ; donc K1/k(α1
p−∞ , β1
p−∞) et K1/k(T0(X)) sont l-2-modulaires.
D’autre part, comme k(α1
p−∞ , β1
p−∞ , T0(X)) ∼ k(α1
p−∞ , β1
p−∞)⊗k k(T0(X)), on
a k = k(α1
p−∞ , β1
p−∞) ∩ k(T0(X)). De plus, k ⊆ k(T0(X)) ⊆ k(T0(X), T1(X))
⊆ K1 est une suite de décomposition associée à K1/k, avec k(T0(X), T1(X)) =
lqm(K1/k(T0(X))) et k(T0(X)) = lqm(k(T0(X), T1(X))/k), on en déduit que K1/k
est l-3-modulaire. ⊓⊔
Remarque 5. L’exemple précédent est aussi bon pour montrer que dm(K1/k) 6=
dmi(K1/k). Plus précisément, on a 2 = dm(K1/k) < dmi(K1/k) = 3. En particu-
lier, la i-modularité n’entraîne pas la l-i-modularité. Donc la i-modularité est moins
fine que la l-i-modularité.
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